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Maths sup — MPSI PCSI
COURS, METHODES ET EXERCICES

12.1 Espaces vectoriels

Fiche de cours
Dans ce qui suit, K désigne R ou C.
Def. : espace vectoriel

Soit F un ensemble non vide, muni d’une loi de composition interne +, et d'une loi externe -
( KxE — E
Ay = Ay

(i) (E,+) est un groupe abélien, d’élément neutre 0 appelé vecteur nul
(i) - est distributive sur + : VA € K, V (z,y) € E?,
A (z+y) = A+ Ny
(iii) + est distributive sur - : V(\, u) € K% Vz € E,
A+ p)x = da + px
(iv) - et x sont compatibles : V (\,u) € K2,V € E,
Alpz) = (My)z

>. (E,+,") est un K-espace vectoriel si :

(v) 1 est élément neutre pour - : Va € E,

FE : ensemble des vecteurs
K : ensemble des scalaires

| V

Rem : notion de groupe abélien hors programme dans certaines filieres

En dehors des filieres MPSI/MP2I, on pourra remplacer la proposition < (E, +) est un groupe abélien > par :
+ est associative : V (2,9,2) € B3, (v +y)+2=2+ (y + 2)
+ est commutative : V (z,y) € B>, 2 +y=y +=x

+ admet un élément neutre, noté O : Ve € E,x+0p =0 +x ==

= 0 o

tout élément de E' admet un opposé, noté —z : Ve € E,3 —x € E, 2+ (—z) = —z + 2 =0g

.

Prop. : regles de calcul

1. intégrité : V(\,z) e K X E,
Az=0g <= (A=00uxz=0pg)

2. opposé : Vr € E,(—1) -z =—x

.




Groupe Ipesup

Optimal Sup-Spé

Def. : espace vectoriel produit

Soient n € N* et Eq,...,E, n K-e.v. On définit sur £ = E; X --- X E, les opérations suivantes :
oV ((xla""xn)7(y17"'7yn)) € E27
(1, yTn) + (W1, Un) = (@1 + Y1, -« T + Yn)
e VAeK,V (z1,...,2,) € E,
Axyy .oy zn) = ATy, .. Azy)

Muni de ces opérations, (E,+, ) est un K-e.v., appelé espace vectoriel produit de E1, ..., E,. Son vecteur
nul est (0g,,...,0q,).

Ex. : espaces vectoriels de référence

Les ensembles K", M,, ,(K), KN ou encore K[X], munis des lois usuelles, sont des K-e.v.
Si Q est un ensemble non vide et E un K-e.v. £, muni des lois induites sur les fonctions, est un K-e.v.

.

Dans ce qui suit, F désigne un K-e.v.
Def. : combinaison linéaire

Soit p € N, I un ensemble non vide, z € E.

e Soit (z1,...,2p) € EP. x est combinaison linéaire de (bmz1,...,z,) 'l existe (A1,...,A,) € KP tel que
P
i=1

e Une famille (\;),c; € K! est presque nulle si tous ses éléments, sauf un nombre fini, sont nuls. Notation :

KO,

e Soit (2;);c; € E'.  est combinaison linéaire de (z;);c; s'il existe (\;);c; € K@ telle que x = Z A
i€l

7

Def. : sous-espace vectoriel

Soit F' C E. F est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si :
(i) F#0
(ii) F est stable par + : V (z,y) € F?, 2 +y € F
(ili) F est stable par - : V(\,2) e KX F, A\x € F

.

\

Prop. : propriétés des sous-espaces vectoriels

1. Soit F un s.e.v. de E. Muni des lois induites, F' est un K-e.v.

2. F est un s.e.v. de E si et seulement si :

(i) Og € F
(i) V(z,y) € FZEVAEK Az +y€F
3. Soit F wun sewv. de E. F est stable par combinaison linéaire : V (z1,...,2z,) € F™,
n
V(A1 An) €KY N € F.
k=1
4. Soit (F}),c; une famille de s.e.v. d’'un e.v. E. Alors ﬂ F; est un s.e.v. de E.

iel

,
.

Ex. : sous-espaces vectoriels usuels

1. Pour n € N, K,,[X] est un s.e.v. de K[X].

2. L’ensemble des solutions du systeme linéaire homogene AX = 0,1, avec A € M,, ,(K) et X € KP?, est un
s.e.v. de KP.

,
.

[\V]
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Def. : sous-espace vectoriel engendré

Soit A C E. Le sous-espace vectoriel engendré par A, noté Vect (A), est I'intersection de tous les s.e.v. de
E contenant A :
Vect (A) = ﬂ F

F s.ev. de E
CF

Prop. : s.e.v. engendrés par une partie quelconque de F

| :h

Soit AC E,B C E.

1. Vect (A) est le plus petit s.e.v. contenant A, au sens de U'inclusion : A C Vect (A) et si F est un s.e.v. de B
avec A C F, alors Vect (A) C F.

2. Si A C B, alors Vect (A) C Vect (B).
3. Aest un s.e.v. de E si et seulement si A = Vect (4).

4. Vect (A) est I’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de A :

p
Veet (A) = > Mz, pEN, (21,...,2) € AP, (M\1,..., Ap) €KP
k=1

.

Prop. : s.e.v. engendrés par une famille finie de F

Soit (e1,...,en) € B, i# j, A€ K, u € K*.

1. Vect (e1,...,€5,...,€5,...,6n) = Vect(e1,...,€j,...,€5,...€)

2. Vect (e1,...,e; + Aej,...,e,) = Vect (e1,...,€p)

3. Vect (e1,...,pei,...en) = Vect (e1,...ep)

4. e, est combinaison linéaire de ey, ..., e,—_; si et seulement si Vect (e1,...,e,—1,€,) = Vect (e1,...,€,-1).

Def. : famille libre

Soit (), ; une famille de vecteurs de £. On dit que (z;);.; est une famille libre si Vp € N*, V (Ay,...,\,) €
KP

’ p
(Z Aikek = OE = (Vk € [[Lp]]a >\k = 0))
k=1

Dans le cas contraire, (z;);.; est une famille liée.

Prop. : propriétés des familles libres/liées

unicité des combinaisons linéaires : soit (e, ..., e,) une famille libre, (A1 ..., Ap), (11, . .., 1)) € (K?)?

tels que i i€ = i wie;. Alors pour tout i € [1,p], A\; = p; (identification des coefficients)
i=1 i=1
e Une famille contenant Oz est liée.
e Une famille constituée d’un unique vecteur non nul est libre.
e Une famille contenant deux vecteurs égaux est liée.

e Une famille est liée si et seulement si un vecteur est combinaison linéaire des autres.

e Soit (ey,...,e,) une famille libre de E, et x € E. Alors (ey,...,eq,z) est liée si et seulement si
x € Vect (e1, ..., ep).

e Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

e Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
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Prop. : famille libre de polynémes

Une famille de polynémes de degrés deux a deux distincts est libre.

Def. : famille génératrice

Soit (2;);; une famille de E. On dit que (z;);c; est génératrice de E si E = Vect ((;),;). Autrement dit,

tout vecteur de E est combinaison linéaire d'un nombre fini de vecteurs de la famille (z;);;-

Prop. : propriétés des familles génératrices

e Soient F une famille et G une famille génératrice de E. F est génératrice de F si et seulement si tout vecteur
de G est combinaison linéaire de vecteurs de F.

e Toute sur-famille d’une famille génératrice de E est génératrice de E.

ef. : base

|

Une base de E est une famille libre et génératrice de E.

Ex. : bases canoniques

Dans K", la famille de vecteurs (e;),¢;¢,, définie, pour i € [1,n], par

ei:(éij)lgjgn: (0,...,0,1 9 0,...,0),

i€pos.

forme une base de K", appelée base canonique de K".

Dans M, ,(K), la famille de matrices (E;;)1<i<n définie, pour (4,7) € [1,n] x [1, p], par E;; = (8:xd1)1<k<n,
1<j<p 1<i<p
forme une base de M, ,(K), appelée base canonique de M,, ,(K).

: k
Dans K[X], la famille (X )keN
Dans K, [X], la famille (X*)

est une base de K[X], appelée base canonique de K[X].

o<k €St une base de K,[X], appelée base canonique de K, [X].

| V

Prop. : propriétés des bases

e Une famille (e;),.; de E est une base si et seulement si tout vecteur de £ s’écrit de maniére unique comme

combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs de (e;),.;-

Def. : coordonnées

| L

Soit (eq,...e,) une base finie de E, © € E. Les coordonnées de = dans la base C sont les uniques scalaires

(A1-., ) € K™ tels que z = Z Ai€;.
i=1

7

Dans ce qui suit, F' et G sont deux s.e.v. de F.

Def. : somme de deux sous-espaces vectoriels

La somme de F' et G, notée F + G, est I’ensemble défini par :
F+G={x+y, (zv,y) € F xG}

Prop. : propriétés de la somme de deux s.e.v.

F + G est un s.e.v. de E.

F + G = Vect (FUG)

Si H est un s.e.v.;de E tel que ' C H et G C H, alors F+ G C H.

Soient X et Y deux parties de E. Si F' = Vect (X) et G = Vect (Y), alors F + G = Vect (X UY).

,
.

=~
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Def. : somme directe

La sommme F + G est directe si pour tout z € F + G, il existe un unique couple (z,y) € F x G tel que
z =z +y. On note alors F' & G.

Prop. : caractérisation des sommes directes

| r
\

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. F & G est directe.
2. FNG ={0g}
3. V(z,y) e F xG,(x+y=0g =z =y=05g)

Def. : sous-espaces vectoriels supplémentaires

F et G sont dits supplémentaires dans E si
E=Fa&d

Prop. : caractérisation des s.e.v. supplémentaires

Les propositions suivantes sont équivalentes :
e E=FaG
. { E=F+G
FNG = {OE}
eVzeFE, My, z)e FxXG,z=y+z

Prop. : s.e.v. supplémentaires, familles libres et génératrices, bases

Soit F(resp. G) une famille de F' (resp. G), H la famille obtenue par concaténation de F et G.
1. Si F et G sont des familles libres et si F' ® G est directe, alors H est une famille libre.
2. Si F (resp. G) est une famille génératrice de F' (resp. G), et si E = F + G, alors H est génératrice de E.

3. Si F (resp. G) est une base de F' (resp. de G) et si E = F' @& G, alors H est une base de E, dite adaptée a la
somme directe £E = F © G.
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Méthodes

Méthode : montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel

Pour montrer qu’un ensemble donné est un K-e.v., deux cas de figure peuvent se présenter :

e il est possible de montrer que cet ensemble est un s.e.v. d’'un K-e.v. plus large; alors, en tant que s.e.v., ce
sera un K-e.v. muni des lois induites.

Pour montrer que l’ensemble D, (K) des matrices diagonales de taille n est un K-e.v., on montre que
c’est un s.e.v. de M, ,,(K).

e il n’est pas possible d’inclure cet ensemble dans un K-e.v. plus large ; on doit alors revenir a la définition d’un
K-e.v. et effectuer toutes les vérifications nécessaires. Ce cas de figure se produit de facon tres rare.

Méthode : montrer qu’un ensemble est un sous-espace vctoriel.

| r

Pour montrer qu'un ensemble F' est un s.e.v., il est possible de passer par la définition et montrer séparément
le caractére non-vide, la stabilité par + et par -. Mais il est en général plus efficace d’utiliser une caractérisation
ne faisant intervenir que deux étapes :

1. montrer que O € F'
2. montrer que pour tout A € K, pour tout (z,y) € F?, \x +y € F

Cette méthode est plus rapide et plus efficace que la précédente, et doit donc étre systémétiquement privilégiée.

Dans certains cas, on dispose de propriétés du cours indiquant qu’un ensemble est un s.e.v. : sous-espace vectoriel
engendré par une famille ou une partie de F, somme de s.e.v., et, plus tard, noyau ou image d’une application
linéaireﬂ Dans ces cas-la, il est préférable de s’appuyer sur ces propriétés qui fournissent immédiatement le
caractere de s.e.v., plutot que de démontrer la caractérisation ci-dessus.

1. voir chapitre 13.3

Méthode : écrire un s.e.v. sous forme paramétrique

Soit F' un s.e.v. défini par un systeme d’équations linéaires. Pour écrire F' sous forme d’un sous-espace vectoriel
engendré :

1. on échelonne le systeme, de fagon a distinguer les inconnues et les parameétres

2. on substitue dans ’expression de F' les inconnues par les parametres. Les inconnues ne doivent alors plus
apparaitre.

3. on factorise par les parametres pour obtenir les vecteurs qui engendrent F'.

Ex. : forme paramétrique d’un s.e.v.

On considere F = {(z,y,2) € R®, z +y+ z = 0}. Soit (z,y,2) € F. Dans I'équation = + y + z = 0, on peut
choisir comme parametres y et z, de sorte que I'inconnue z s’exprime par x = —y — z. Ainsi,

(xay7 Z) = (_y - %Y, Z)
= y(~1,1,0) + 2(~1,0,1)

de sorte que F = {y(-1,1,0) + 2(—1,0,1), (y, 2) € R*} = Vect ((—1,1,0), (—1,0,1)).

(=)
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Méthode : montrer qu’une famille est libre

La plupart du temps, pour montrer qu’une famille est libre, on se raméne a la définition. On prend donc des
scalaires donnant une combinaison linéaire nulle des vecteurs de la famille, et on montre que ces scalaires sont
tous nuls. Si la famille est infinie, ou s’il s’agit d’une partie infinie de F, on veillera a prendre d’office un nombre
fini de scalaires pour travailler sur la combinaison linéaire nulle.

Pour montrer que les scalaires sont nuls, il existe de nombreuses techniques qui dépendent fondamentalement
de la nature des vecteurs en question. Dans certains cas, un réccurence sur les scalaires sera possible pour
montrer de proche en proche leur nullité. Dans le cas de fonctions, on pourra effectuer des passages a la limite
ou des évaluations en certains points particuliers.

Ex. : liberté d’une famille de vecteurs dans R?

1 0
Considérons les vecteurs u = [ —1 | et v = | 1 |. Montrons que (u,v) est libre. Supposons, pour (\, i) € R?,
0 2

que A\u + pov = 0. On obtient le systeme d’équations ¢ —A+ =0 d’ou on déduit A = p = 0. D’ou la liberté
20 =0
de la famille (u,v).

Ex. : liberté d’une famille de fonctions exponentielles

Considérons (fa : @ — €*%) g, une famille de fonctions vues comme des vecteurs de R¥. Pour montrer qu’elle

n
est libre, donnons-nous n € N, (ay, . .., a,) € R™ distincts deux & deux, et (A1, ..., \,) € R™ tels que Z Aifo, =

=1
n

Orr. Alors pour tout = € R, Z A e¥® = 0. Quitte & renuméroter les oy, on peut les supposer triés par ordre
i=1
croissant : a3 < -+ < ay,. En divisant 1’égalité par e*1* on obtient, pour tout = € R,

n
Z )\ie(ai—al)x -0
=1

Puisque pour i > 2, o — ay > 0, e(®~21) (. En passant & la limite quand & — —o0, on obtient A; = 0.
T—>—00
n
On se ramene donc a Z Aifa; = 0. Ceci permet d’enclencher un raisonnement par réccurence pour montrer,
i=2
de proche en proche, la nullité des scalaires ;.

Rem : raisonnement par 1’absurde

Il est possible de résoudre cet exercice par ’absurde. On suppose que les Aq, ..., A, sont non tous nuls,
et on considere ’ensemble A = {i € [1,n], \; # 0}. Cet ensemble d’entiers non vide admet un plus petit
n

élément i,;,, de sorte que pour tout = € R, Z Ae®® = 0. En appliquant le méme argument que dans
“min

le raisonnement ci-dessus, on obtiendrait A = 0, ce qui contredirait le fait que iy, € A. Donc les

A1y ..., Ay Sont tous nuls.

Tmin

Méthode : déterminer une famille génératrice d’un s.e.v.

Dans de nombreux cas, notamment dans des espaces vectoriels usuels comme K™ pour de petites valeurs de n,
déterminer une famille génératrice passe par la forme paramétrique du s.e.v. (cf. plus haut). Il est également
possible de vérifier qu’une famille est génératrice d’un s.e.v. F' en déterminant explicitement une décomposition
des vecteurs de F' comme combinaison linéaire de vecteurs de la famille en question.

Espaces vectoriels 7
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Ex. : famille génératrice de polynémes

Montrons que (1, X, X (X — 1)) est génératrice de Ry[X]. Pour cela, on se donne un polynéme de R?, noté
P =aX?+bX + ¢, que l'on essaie d’écrire comme combinaison linéaire de 1, X, X(X — 1). On suppose donc
I'existence de scalaires «, 3,y tels que :

P=aX’+bX +c
=a+ X +9X(X -1)
=a+(B-7X+7?
On identifie donc o = ¢, y =a et f —y =bsoit f =a+b. Ainsi P =c+ (a + b)X + aX (X —1). On a donc

R3[X] C Vect ((1, X, X (X —1))). Comme la réciproque est immédiate, on a bien montré que (1, X, X (X — 1))
est une famille génératrice de Ry[X].

J
Méthode : montrer qu’une somme de s.e.v. est directe, en pratique

Pour montrer qu'une somme de deux s.ev. F et G de F est directe, on pourra se référer a l'une
des caractérisations énoncées ci-dessus : montrer F N G = {0g} ou bien que pour (z,y) € F x G,
x+y =0 = (z=0gety=0g). Parfois, on montre via une analyse-synthese 'unicité de la décomposition
en somme d’éléments de F' et G.

Dans le cas de plusieurs s.e.v. F,. .., F,, le seul critére (du moins au programme) est la généralisation de la
[
deuxieme caractérisation ci-dessus : montrer que pour z; € Fi,...,x, € F), E x; =0 = Vi€ [l,p], z; =0g.
i=1
( P

Le fait que V (4,4) € [1,p]?, i # j, Fi N F; = {0} n’est pas suffisant pour que la somme Z F; soit directe.
=il

C’est en revanche une condition nécessaire.

Ex. : condition de somme directe non suffisante

Soit (e1, e2) la base canonique de R%. Considérons F; = Vect (e;), F» = Vect (e2), F3 = Vect (e1 + e2).
On a bien Fy N F, = Fy N F3 = F» N F3 = {0}, mais la somme F; + F5 + F3 n’est pas directe, par
exemple car e; + es ne se décompose pas de fagon unique dans Fy + F5 + F3.

Rem : s.e.v. supplémentaires : illustration

z
Pour se représenter mentalement des s.e.v.

supplémentaires, on pourra penser au schéma ci-
contre : les sous-espaces F' et G sont en somme di-
recte, puisque leur intersection est réduite a {Og},
et on a bien F + G = R?, dans la mesure ol tout
vecteur u peut se décomposer comme la somme
d’un vecteur ugp € F et d’un vecteur ug € G.

Le point important est que cette représentation
peut aider a réfléchir méme dans des situations
plus complexes et moins géométriques que R? :
s.e.v. de fonctions, de suites, de polynomes, de C™,
etc.
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Exercices

1 Assimilation du cours
Exercice 1

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels :

1

1. E= {f € C([0,1],R), / fi)det = 1}
0
2. F = {y c C? (R,R), y// _ 2y/ + 2y _ 0}
3. B = {(un),en € RY, (up) e bornée}
4. E ={P e R[X], deg (P) =2}
5. E = {(Un)neN S RN’ V'I’L S N, Up42 = 4un+1 _ 4un}
Exercice 2

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées dans R3 ?
1. 71 =1((1,1,0),(0,1,1))

2. Fp = ((0,-2,1),(2,-1,-3),(1,1,-2))

3. F3=((1,1,1),(1,0,1),(2,1,2))

Exercice 3

Dans l’espace vectoriel RR, on considere les sous-espaces vectoriels
G={f:R—R, f(0)=f(1) =0}

H={z+ az+b, (a,b) € R?}

Montrer que G et H sont supplémentaires.

Exercice 4

Soit £ = RN D’espace vectoriel des suites réelles. On pose
F={(un)pen, YV €N, ug, =0}

G = {(un)neN7 Vn e N7 U2n = u2n+1}

Montrer que F' et G sont supplémentaires.

2 Entrainement
Exercice 5
Dans E = R*, on considere les sous-espaces vectoriels
F={(z,y,2,1) e R%, r4+y+z+t=0}
G ={(2a,—-a,0,a), a € R}

1. Démontrer que F' et GG sont en somme directe.

Groupe Ipesup

Optimal Sup-Spé

2. Soit (w,y, z,t) € R Déterminer a € R tel que (z — 2a,y +a,z,t —a) € F.

3. En déduire que F' et G sont supplémentaires.
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Exercice 6
Soit F un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) F UG est un sous-espace vectoriel de
(ii) FCGouG CF

Exercice 7

Soient F un espace vectoriel et F, G, H trois sous-espaces vectoriels de E. Démontrer que F', G
et H sont en somme directe si seulement si F NG = {Og}tet (F+G)NH ={0g}.

Exercice 8

Soit E = RR, F le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions 1-périodiques et G le
sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions de limite nulle en +oo.

1. Démontrer que FNG = {0g}.

2. F et GG sont-ils supplémentaires 7

3 Approfondissement
Exercice 9
Soit (eq,...,ep) une famille libre d’'un K-espace vectoriel E. On consideére (o, ..., a,) € K".
n
On pose y = Zaiei, et pour k € [1,n], zx = ex + y. Déterminer & quelle condition la famille
(T1,...,2n) esl;czllibre.
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