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Corrigé du sujet

Contenu

Apres une présentation du sujet, on présente un corrigé détaillé pour les étudiants qui veulent
travailler cette annale. Le corrigé est agrémenté de petits encadrés qui rappellent quels chapitres
sont sollicités a chaque question.

Un index se trouve en fin de document afin de s’y repérer convenablement. En rouge, les thématiques
de Spé et en orange, les thématiques de Sup.

Préambule

e Ce sujet du concours Mines-Ponts contient un probléme a 5 parties.

e La premiére partie est une partie assez standard d’une difficulté assez modérée. Elle devrait
ne pas poser trop de probleme.

« Pour la deuxiéme partie, on rappelle un résultat trés classique sur hyperplan tr =1 ({0}) pour
conclure. La partie est aussi assez accessible.

¢ La partie C' contient déja des difficultés considérables. La question 10 et 11 vont en perturber
plus d’'un et peut provoquer un blocage considérable pour la plupart des candidats. A ce
moment-la, il est recommandé de passer assez vite car, heureusement et malheureusement, le
sujet est assez long.

e Pour la partie D, elle est trés calculatoire et il ne faut pas se perdre dans les calculs. Bien
comprendre les matrices de Hessenberg est primordial pour la partie E donc il valait mieux
se concentrer & faire cette partie plutot que de s’aventurer considérablement dans la partie
E.

o Enfin, cette derniere partie, sauf quelques questions, est tres dure, surtout avec le programme
de PC-PSI en réduction. Cette partie est décomposée en 3 parties : question 19, 20 — 21 et
22—23—24. La question 19 est accessible. Les questions 20 —21 demandaient de I'imagination
pour trouver les matrices B; et Bs et le bloc de question 22—23—24 est d’un niveau conceptuel
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et technique assez élevé. On pouvait les passer pour traiter la derniére question mais ce n’est
pas tres intéressant. Cette derniere partie ne devrait étre abordée que lorsque les parties A a
D 1’étaient considérablement.

e Le sujet est tres long! 25 questions, pas forcément triviales en 3h. Le candidat admissible
a di s’en sortir sur les parties A et B mais devant la difficulté des parties suivantes, il sera
difficile de prédire la qualité des copies.

A. Réduction des endomorphismes de carré nul

1. Comme X? annule u, le spectre de u est inclus dans {0}. Comme u est trigonalisable (on
travaille dans C), le spectre de u est non vide : on en déduit que

Chap. :
e

Par ailleurs, encore parce que u est trigonalisable, la trace de u vaut la somme des valeurs
propres donc ici,

tr(u) =0]|.

2. Comme u? = 0, Im(u) C ker(u). En effet, si y € Im(u), il existe z € E tel que u(z) = y et

0 = u?(z) = u(y) donc y € ker(u).
Chap. :
L’inclusion Im(u) C ker(u) passe a la dimension en e Red

e App Lin

rg(u) < dim(ker(u)) =n — rg(u)

par le théoréme du rang. Ainsi, avec r = rg(u),

n
r< —|
2

3. ker(u) est un sous-espace vectoriel de dimension n — r de E de dimension n : il existe donc
un supplémentaire S du noyau dans E de dimension n — (n — r) = r. Soit donc (e1,--- ,e,)
une base de S. On a alors

Chap. :
o Red

‘ker(u) D Vect(el, cee ,er) = F ‘ e App Lin

Soit (A1, -+, ) une famille de scalaires tels que

Z )\zu(ez) =0.
i=1

Alors
T
0=u <Z >\161>
i=1
donc
,
Z)‘iei € SNker(u) = {0}
i=1
,
puisque S et ker(u) sont en somme directe. On en déduit que Z Aie; = 0 et par liberté des

i=1
(e1,- - ,er) (puisque c’est une base), on en déduit que

Vi€ [1,7], A = 0.

Ainsi, ‘la famille (u(e1),--- ,u(e,)) est une famille libre ‘
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4. Considérons la famille (eq,--- ,er,u(er), -+ ,u(er)). Montrons déja que cette famille est libre.

Soit donc (A1, -+, Ap, i1, - , ptrr) une famille de scalaires tels que

Chap. :

e Mat App

Z Ai€i + Zuzu(ez) =0. (1) Lin
1=1 i=1

Alors en composant par u, on a

Z Aiu(e;) + Z i u?(e;) =0
i=1 i=1

——
=0
donc
,
Z )\Zu(ez) =0
i=1
et par la question précédente, la famille (u(ey),--- ,u(e,)) est libre ce qui donne

Vi € [[1,7“]],)\2' =0
et dans (/1))
Z piu(e;) = 0.
i=1

De méme,
Vie[l,r],ui =0
donc la famille (eq,--- , e, u(er), -+ ,u(er)) est bien libre.
Par ailleurs, on a, par la question 2, I'inclusion Im(u) C ker(u) donc (u(ey),--- ,u(e,)) est une
famille libre de ker(u) : par le théoréme de la base incomplete, il existe fri1, -+, fnep n—2r
vecteurs de ker(u) tels que (u(e1),- -+ ,u(er), fra1, * , fn—r) forment une base de ker(u).
La base
(61, Tt 767‘7u(€1)7 e 7u(€7‘)7 f’l‘+17 T 7fn—T> = B
est alors une base adaptée a la décomposition Vect(ey, - ,e,) @ ker(u) = E donc
u(er) - uler) u?(er)-u?(er) u(frir)-u(fn-r)
0O --- 00 - 00 --- 0 e
0O - 00 - 00 --- 0 e,
1 00 - 00 - 0 uler)
Matg(u) = ) - . .
0 10 -+ 00 -+ 0 u(er)
0O - 00 - 00 --- 0 fra1
0 0 0 0 0 0 For
ce qui donne bien
Or Or 0r,n—2r
Matg(u) = Ir 0, 0r,n—27“
On—2r,r 0n—2r,r 0n—2r
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5. Pour l'existence, la question précédente montre que m = r convient. Pour 'unicité, si un tel

m existe, alors on remarque que
| Chap. : |

0, (% Om,n—Qm | e Mat Al/)/)l

rg Im 07‘ Om,anm =m Li
m

0n—2m,m 0n—2m,m On—2m

=M

puisque ’espace engendré par ses colonnes est I’espace engendré par ses m premiéres colonnes,
& Savoir €;,41, -+ , €am et on a dim(Vect(enm11, -+ , €2m)) = m. Ainsi, comme rg(u) = rg(M),
onar=m.

Ainsi, le seul entier m > 0 tel que u soit représentée de la forme souhaitée est ‘ Pentier r = rg(u) ‘

B. Somme d’un nombre arbitraire d’endomorphismes de carré nul

6. On rappelle la formule
\V/i, j7 k? te [[17 ’I’L]], Ei,jEk‘,E = 5j,kEi,E'

En particulier, pour tout i, j € [1,n], Eif =6;;F; ; donc

il faut et suffit d’avoir ¢ # j pour avoir Ei,j2 =0p |

Soit maintenant i,j € [1,n],i # j. Alors on obtient 0 si on multiplie
o L;; par Ejj et Ej;
e Ej;par E;; et E;;
o E;jpar E;; et E; ;
e Ij;par Ej; et Ej;
donc
Fij* = (Bii — Ejj + Eij — Ej)?
= (Bii+ Eij) + (Ejj + Eji) + (= Eij — Eig) + (= Eji — Ejj5)
= 0y.

On a alors

Vi,j € [1,n],i # 4, Fij* = 0, |

7. Soit 4,7 € [1,n],i # j. Alors tr(E; ;) = 0. Par ailleurs,

tr(Fip) =1—140-0=0.

Ainsi, les (E; )i+ et les (Fin)i<i<n—1 sont dans I'hyperplan H,, (noyau de la forme linéaire
tr). Montrons que cette famille forment une base.

o Déja, la liberté. Soit (X;;)i+; et (@i)1<i<n une famille de scalaires vérifiant

n—1
Y XijBij+ ) piFin =0. (2)
i#] i=1

Alors

n—1
> XijEij+ Y ni(Eii — Bun + Bin — Eni) =0
i#j i=1
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ce qui s’écrit
n—1 n—1
i=1 i=1

ou A € Vect(E; ; : i # j). Comme les (E; ;)1<i j<n forment une famille libre, par liberté,
Vie[l,n—1],u; =0

donc dans , on a

> XijEij=0.
i#]

De méme, par la méme liberté,
Vi, j € [[1,TL]],’L' 7& 7, )\i,j =0.

Ainsi, on a la liberté souhaitée.

« Comme tr est une forme linéaire sur M,,(C), H,, = ker(tr) est de dimension n* — 1. Or,
le cardinal de la famille qu’on vient de considérer est

Card((i,7) : 4,7 € [I,n],i#j)+n—1=n*—n+n—1=n*—-1

donc par cardinalié, c’est une base de H,,.

Ainsi,

Ho = Vect((Bij i # 5), (Fin: 1<i<n—1))|

8. Remarquons que dans la base trouvée a la question précédente, la question 6 assure que
chaque élément est de carré nul. Remarquons aussi que si A est de carré nul, A\A 'est aussi
pour tout scalaire .

Chap. :

o Mat
Procédons par double inclusion. Lin

e Soit u € H(E). Soit A sa matrice canoniquement associée (on note B la base associée).
Alors A € H,, donc A s’écrit comme somme de matrices de carré nul, disons Ay, --- , Ag.
En notant u; telle que Matp(u;) = A; pour tout 1 <7 <k, on a

k

u:Zui

i=1

et chaque u; est de carré nul : |u € £ C(E) |.

o Réciproquement, soit u € X C(FE). Soit k € N et uy, - ,ur des endomorphismes de
carré nul tel que

k
=1

Alors u;?> = 0 donc ou bien u; = 0 et tr(u;) = 0, ou bien u; # 0 et par la question 1,
tr(u;) = 0.

Ainsi, u est somme d’élément de H(E) donc comme ce dernier est un espace vectoriel,

’u est aussi élément de H(FE) ‘

Ainsi, par double inclusion,

|H(E) = S.C(B) |
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C. Somme de trois endomorphismes de carré nul

3n
9. Déja, comme n > 5, onan—lzz:eneﬁét, on adn —4 > 3n <= n > 4. Ainsi,

3n
} R n— 1] N N contient au moins n — 1 donc est non vide.
e Red

Considérons donc une matrice diagonale contenant
3n
e d 6}4,11— 1} N N fois le nombre 1,

¢ une fois le nombre —d,

e puis n — (d + 1) fois le nombre 0.

3
Comme d € }f,n - 1} NN, n— (d+1) € [0,n] donc une telle matrice existe. Ainsi, 1 est

valeur propre de multiplicité géométrique exacetement d.

Soit B une base de E et u ’endomorphisme de F telle que dans cette base, elle soit représentée
par cette matrice diagonale.

Alors

3
par construction, on a u € L(E) avec dim(ker(u — Id)) = d avec la contrainte d > Zn >1|

10. Ona (w—2v)% = w? +v? —wv—vw = w? —wv — vw = w(w — v) — vw. On rappelle que pour

tout u,v € L(E),rg(uv) < min(rg(u),rg(v)). o
ap. :

Par ailleurs, on a 'inclusion Im(u + v) C Im(u) + Im(v) donc o i < 6

rg(u +v) < dim(Im(u) + Im(v)) (% dim(Im(u)) + dim(Im(v)) = rg(u) + rg(v)

(%) par la formule de Grassmann, dim(E + F') = dim(E) +dim(F) —dim(ENF) < dim(E) +
dim(F).
Ainsi,

(w—v)?(E) = w(w — v)(E) — vw(E) C Im(w) + Im(vw).

En particulier,
r((w — 0)?) < rg(w) + rg(vw) < rg(w) + rg(w) = 2rg(w).
3
Comme dim(ker(w)) =d > Zn par hypothese, par le théoréme du rang,

()< 3n n
rglw) <n—— = —
& 11

et donc

rg((w—v)?) < 3 |

11. Pour tout endomorphisme u de E, ker(u?) est stable par u : en effet, Vz € ker(u?), u?(u(z)) =
u(u?(z)) = u(0) = 0 donc u(ker(u?)) C ker(u?).

Ainsi, |w — v stabilise ker((w — v)?) | * Red

L’énoncé n’est pas clair : on ne sait pas si c’est la multiplicité algébrique ou géométrique qu’il
faut chercher. On va supposer que c’est l’algébrique.
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Notons f = w — v. Comme f stabilise ker(f?) =: F, on peut considérer I'induit de f sur F
noté fr.

Alors Va € F, (fr)*(z) = f*(x) = 0 puisque F = ker(fQ). Ainsi, fr est de carré nul donc par
la question 1, son spectre est réduit a 0 donc xyr, = X dim(F),

Maintenant, comme x ¢, | x, on en déduit que la multiplicité algébrique de 0 pour f, notée
m, vérifie

m > dim(F) = dim(ker(f2)) = n — rg(f2)

par le théoréme du rang. Ainsi,

1 est valeur propre de u — v (i.e. 0 est valeur propre de w — v)
de multiplicité algébrique au moins n — rg((w — v)?).

12. Notons my la multiplicité algébrique de A pour u—v. Déja, par la question 10, on a rg((w —
n o n

2 n . _ _n_n
v)*) < 5" Ainsi, 1 est valeur propre de u — v avec m; > n 5= 3
Si un tel ¢ existe, alors u — v et —(u — v) sont semblables. On en déduit qu’ils ont les mémes \_° Lz
valeurs propres avec les mémes multiplicités algébriques. En particulier, comme 1 est valeur

propre de u — v de multiplicité my, 1 est aussi valeur propre de —(u — v) de multiplicité m,
i.e. —1 est valeur propre de u — v de multiplicité m;.

Ainsi, |on a les multiplicités de 1 (resp. —1) de u — v notées mq (resp. m—_1) qui Vériﬁent‘

n
mi,m_1 > 5 .

13. Supposons par 'absurde que u € X3C(FE). u s’écrit u; + ug + v ol uy,u2,v € C(E). Alors
u—v € ¥3C(E) donc par le théoreme de Wang et Wu, il existe ¢ € GL(F) tel que —(u—v) =

n | Chap. :
9 | * Red

po(u—v) o~ 1. Par la question 12, avec les notations de la question précédente, on a m; > —

t >0
et m— —.
=9

On sait par le cours que la somme des multiplicités algébriques vaut exactement la dimension
de F, c’est-a-dire n. En particulier, on a m1 + m_1 < n.

n
Or m; +m_1 =2m; > 25 = n ce qui fournit une contradiction. Ainsi, |u ¢ ¥3C(E) |
D. Intermeéde : matrices de Hessenberg
Mis a part la notion de polynome caractéristique, cette partie est théoriguement faisable avec le

programme de PCSI.
14. Soit k € [1,n]. Soit = € C. Alors xI,, — A est de la forme

ol — Ay * * *

* r+a * *

On—k—l,k—l Cl xlp_p—1 — A2 *
01,51 0 Ly r+b

ou
o Aj est une matrice (de Hessenberg) de My_1(C)
o Aj est une matrice de Hessenberg de M,,_;_1(C)

e (' est une matrice colonne contenant que des zéros sauf en premiere coordonnnée
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e L est une ligne contenant que des zéros sauf en derniére coordonnée.

En retirant la ligne rouge k et la colonne n bleue, on a

— (kn) .%'Ik,1 — Al * *
(I, — A) = | Op—p—1h—1 C1 xly_p1 — Az
01,61 0 Ly

donc
Cr wly_ 1 — A
0 Ly

——  (kn)
det ((w[n —A) ) = det(xl}—1 — A1)

Le déterminant & droite est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure dont les
coefficients diagonaux sont ([Cl]l, [A2]a.1, [A2]3,2, -+, [A2ln—k—1n—k—2, [Ll]n_k>. En particu-

lier, son déterminant est une constante non nulle (tous les coefficients de cette diagonale est
non nulle par hypothese, A étant de Hessenberg réguliére) indépendante de z : notons-la c.
On calcule ¢ ci-aprés et montre que c est bien non nul.

On a donc (k)
det ((x[n —A) ) = cxa, (2).

Comme X 4, est un polynéme de degré k—1, on a bien’ existence d'un polynoéme Py de degré k — 1
tel que

(k.n)
Va € C,det ((:L"In —A) ) = Py(z).

Pour 'unicité, soit un tel polynéme Py de degré k — 1. Alors ce polynoéme égale cx 4, sur C :
deux polynomes de degré k — 1 qui s’égalent au moins k points sont égaux donc Py = cxa,

et on a |l'unicité souhaitée |.

En ce qui concerne le coefficient dominant, c’est le nombre ¢ que ’on cherche : si on suit les
notations précédentes, ce nombre ¢ vaut le produit des coefficients la sous-diagonale & partir
de la ligne k + 1 avec un signe — : on a donc comme ‘coefﬁcient dominant de Py | :

c=(=1)"* ﬁ [Alii—1

i=k+1

Par hypothese, c’est un produit de coefficient non nuls.

15. Soit C € C"*. Alors A+ E¢ est aussi une matrice de Hessenberg réguliére donc expression

det ((.CUIn “A- Ec)(k’"))

est une expression polynomiale de degré k — 1 par la question précédente.
Calculons x a4+ g . Soit x € C. En développant par rapport a la derniere colonne,
XA+Eq (z) = det (21, — A — E¢)

n—1

= > (17 ([Aljn + [C) A () + (@ = [Alnn) Ann(@)

j=1
n—1 n—1
= > (V) Anljn(@) + (@ = [Alnn) Bnpn (@) + D [Cli (=1 A ()
7j=1 7j=1
=xa(z)
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Le coefficient Aj,(z) vaut exactement det ((m[n “A- EC)(j’")) donc est une expression

polynomiale de degré j — 1. Ainsi, la famille ((—1)j+"Aj,n(X))1< - est une famille éche-
<j<n—

lonnée en degré dans C,,_5[X] de cardinal n — 1 = dim(C,,_3[X]). Par cardinalité, c’est une

base.

Soit Q(X) = P(X) — xa(X). Par hypothese, comme x4(X) = X" —tr(A) X" 1 +---, Q est

de degré au plus n — 2 : il existe alors un unique vecteur (¢, ,¢p—1) € C™ ! tel que

n—1
QX) = (=17 A,
1

<.
Il

Ainsi, | il existe un unique vecteur C' € C" 1| tel que

O

s

Il
i

[Cl5(=1)""" A

i.e.

P(X) = xa(X) + Y _[CLi(=1)*"Aj 0 = xa+50(X)
j=1

16. Considérons C' le vecteur nul. Alors J, + Ec = J,, et x, = X" puisque J, est triangulaire
inférieure avec que des 0 sur la diagonale :

‘Avec C=0,onaxj,+5, =X". L'unicité de C provient de la question précédente ‘

17. Soit k € [1,n — 1]. Par hypothese, au vu de la représentation matricielle de u, le fait qu’elle
soit de Hessenberg donne u(ey) € Vect(eq, - - ,exy1) et qu'elle est réguliere donne que u(ey)
a une composante non nulle selon e, donc n’est pas dans Vect(eq, - -, ex).

Chap. :
o Mat App

On en déduit que pour tout k € [1,n — 1], Lin
o E.V.

u(er) € Vect(ey, - ,egxr1)\Vect(er, -+, ex).
Par récurrence immédiate, on en déduit que pour tout k € [0,n — 1],

uk(el) € Vect(ey, - ,err1)\Vect(e, -, ex).

Soit maintenant Ag,--- , A,_1 tels que
n—1 )
Z )\iu’(el) =0
i=0

Soit I = {i € [0,n — 1] : A\; # 0}. Supposons par 'absurde que I est vide. Alors comme I est
une partie non vide de N majorée par n — 1, I admet un plus grand élément noté 75. On a

donc
io ' -1 ‘
0="> Au'(er) = Y Niu'(er) + Xige™ (er).
i=0 i=0
On sait que
io-1
Z Aiu'(e1) € Vect(eq, - - ,ei)
i=0

Lundi 20 avril 2026 Page 9/ 15



ODptlmal Sup-Spé ) .
CCINP Mathématiques PSI 2026

et
Aigu'®(e1) € Vect(eq, -+, e +1)\Vect(er, -, ei,)

puisque \;, # 0. La somme de deux tels vecteurs ne peut étre nul donc on obtient une
contradiction.

Ainsi, I est vide et tous les A\; sont nuls :

la famille (u’(e1))o<i<n_1 est libre dans E donc est une base de E par cardinalité |

18. Soit u ’endomorphisme de E canoniquement associé & A et soit e; le premier vecteur de

n—l(

cette base. Par la question précédente, la famille B := (ej,u(e1), -+ ,u" "(e1)) est une base

de E.
Alors par définition, comme u"(e1) = 0 (par Cayley-Hamiltion, X" (u) = u" = 0zg)),

Matp(u) = Jp.

Ainsi, J, et A représentent le méme endomorphismes dans deux bases différentes : ainsi,

‘A et J,, sont semblables ‘

E. Somme de quatre endomorphismes de carré nul

19. On veut utiliser les questions 15 et 18.

e Onatr(A+V)=0donc X" est un polynéme unitaire de degré n dont le coefficient en
X" Vest 0= —tr(A+V).

o Soit 4,5 € [1,n]. Alors [A+V]; ; = [A]; j+[V]i ;. Cette quantité vaut 0 lorsque i > j+1.
Par ailleurs,

 pour tout i € [1,n—2], on a [A];11; = 0 (car A est presque triangulaire supérieure)
et [V]i—‘rl,i = 1.
e pour T=n— 1, [A]i-f—l,i 75 0 mais [V]H—Li =0.
Ainsi, [A + V];41,; est non nul pour tout i € [1,n — 1].
On en déduit que A + V est une matrice de Hessenberg réguliere.
o Par la question 15, il existe un unique vecteur Cy € C" ! tel que A+ V + E¢, a pour
polynome caractéristique X",
o Comme A+V est une matrice de Hessenberg réguliere et E¢, est un vecteur ne changeant
que la derniere colonne, A + V + E¢, est une matrice de Hessenberg réguliere. Par la
question 18,

‘A +V + E¢, est semblable a J, ‘

20. On note Bj la matrice valant 1 en (i,7— 1) pour ¢ € [2,n] si i est impair et 0 sinon, la méme
chose pour By mais cette fois-ci pour ¢ pair.

Par construction, on a B;+ By = J,,. Montrons que BS = B22 = 0,,. Pour cela, soit i, j € [1,n].
On a

[(B1)%)ij = Y _[Bulis[Bilk-
k=1

e Sii=1,[Bi];) vaut 0 pour tout k donc [(B;)?];; = 0.
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e Sinon,

n
%) Z [B1]ik[Bilk,j = [Bilii-1[B1]i-1,4-

Si [Bi)i,i—1 est non nul, alors 4 est impair par hypotheése. En particulier, i — 1 est pair.
o Par ailleurs, [B;];—1; est non nul si, et seulement si j =i —2 et ¢ — 1 est impair. Par
contraposée, [Bi]i—1,; = 0.

On a bien B;% = 0,,. Par un raisonnement analogue, By? = 0,,.

’ On a bien écrit J, comme somme de deux matrices de carré nul |.

21. On note B; la matrice valant 1 en (i, — 1) pour i € [2,n — 1] si ¢ est pair, valant C; en
(j,m) si j est pair et 0 sinon.

On note By la matrice valant 1 en (4,7 — 1) pour ¢ € [2,n — 1] si ¢ est impair, valant C; en
(j,n) si j est impair et 0 sinon.

Par construction, V + Ec = By + By. Montrons que Bi? = By?2 = 0,,. Pour cela, soit
i,j € [1,n]. On a

n

[(B1)*)ij = Y _[Bilik[Bilk,

k=1
e Sii=1, [Bi];) vaut 0 pour tout k € [1,n — 1] et vaut [B1];, = C; pour k = n. Ainsi,

[(B1)?]1,j = C1[Bi]n,;-

La derniére ligne de B est nulle donc [By],; = 0 et [(B1)*]1; = 0.

e Sinon,
n

[(B1)%)i; = Z[Bl]i,k[Bl]k,j = [Bilii—1[B1)i-1,; + [B1lin[Biln,;
k=1

B, a toujours sa derniére ligne nulle donc le deuxieme terme de la somme de droite est
nulle. Pour le premier terme, si ¢ est impair, on obtient 0. Sinon,
o si j # n, alors [Bi];—1,; est non nul si, et seulement si, j =i — 2 et i — 1 est pair
donc par contraposée, [Bili—1,; = 0.
e sinon, j =n et [B1]i—1,; est nul si, et seulement si, i — 1 est pair donc [B;};—1,; = 0.
AiIlSi, [(31)2]1‘7]' =0 donc Bl2 =0.

De méme, on a By? = 0. On a bien

V+Ec=B1+By; Bi?=By?2=0|

22. Soit v € L(C™) qui n’est pas une homothétie.

e Si v admet deux valeurs propres distinctes, disons A et u, soit x et y vecteurs propres Chap. :
respectifs. Supposons que x 4 y est un vecteur propre de v, disons de valeur propre a.

On a
v(x+y) =v(x) +u(y) = A+ py = a(r +y) = ar + ay.

Or la famille (x,y) est libre puisque ce sont des vecteurs propres de v associées a des
valeurs propres distinctes : on peut donc identifier les coefficients et avoir A = o = u ce
qui est absurde.

Ainsi, (z,z + y) est un plan stable (v(z) = Az € P,o(zr+y) =Xz +uy € P)et x4y
n’est pas un vecteur propre ce qui conclut.
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e Si v n’a qu’une seule valeur propre, disons A, considérons une base de trigonalisation
(e1,-++ ,ep). Soit I ={i € [1,n] :e; € Ex(v)}.

Alors I contient 1, I est majorée donc I admet un plus grand élément, disons ig. Si
i9p = n, alors tous les (e, - ,e,) sont des vecteurs propres de v donc on obtient une
base de diagonalisation de v : v est alors représentée dans cette base par A, donc
v = Ald ce qui est absurde.

Ainsi, ig < n et ej,+1 ¢ Ex(v). Par hypothese, v(e;,+1) € Vect(er,- -, €i,+1). Notons

10
Y = ejy+1. Alors v(y) s’écrit Z Urer + Aej,4+1 donc
k=1

10 10
Vy) =) ppvler) +av(y) =AY ek +Av(y) = Mo(y) = 2xv(y) — Ay.
=1 =1
=v(y)—Ay

Par ailleurs, y n’est pas un vecteur propre de v (puisque X est la seule valeur propre
possible et y ¢ Ex(v)) donc (y,v(y)) est un plan stable contenant un vecteur non nul
non vecteur propre de v.

Par disjonction de cas,

il existe un plan vectoriel de C" stable par v ayant un vecteur non nul non vecteur propre de v ‘

23. Soit M une matrice de M,,(C) qui n’est pas une homothétie. Soit v endomorphisme canoni-
quement associée a M. Alors v n’est pas une homothétie donc il existe un plan stable (e, e2)

ou e1 n’est pas un vecteur propre de v par la question précédente. Ch}?zl' :
o €

Par le théoréme de la base incomplete, il existe (e3, - ,e,) tel que (e, - -, e,) soit une base.
Il existe alors une matrice L € Mg, _2(C), A € M, _2(C) et P = (e1 | --- | en) € GL,(C)
telles que
a b
M=P <c d) L p1
0 A

ou ¢ est non nul car sinon, u(e;) = ae; donc ey serait un vecteur propre. A est trigonalisable :
soit @ € GL,_2(C) et T € T, ,(C) telles que

A=QTQ "

. (I O . 1[I 0
SmtR-(O Q)dlnverseR —<0 Q1>

Alors
a b a b a b
R <c d) L@\ g1 <c d) L = <c d)
(0) T 0) QTQ™! (0)

donc en multipliant par P & gauche et P~! & droite, on a

a b
(PR) <c d> Le (PR)™' = M.
0 T
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a b
M est donc semblable a (c d) @ ou C est une matrice triangulaire supérieure avec ¢ # 0 |.
0 C

24. Soit A une matrice qui n’est pas une homothétie. Alors A’ n’est pas non plus une homothétie.

Par la question précédente, il existe C' € 7,7 5(C), L € Mg, _o(C), B € My(C) telle que AT
ap. :
e Red

soit semblable &
B LY (b1 big) .
(0 C) ) B = <b2,1 b272> ) b2,1 7é 0.

- . (BT 0
Ainsi, A donc semblable a Tor )

Soit maintenant v ’endomorphisme canoniquement associée & A et (e1,---,e,) = B base
BT
dans laquelle Matg(u) est < % C(’)T>

Considérons donc C = (e, - ,e3,ea,e1). Alors

Mate(u) = (g é)

oit [ € My, o(C), B € My(C) et C est une matrice triangulaire supérieure : cela vient du
fait que comme C7 est triangulaire inférieure,

Vi € [3,n],u(e;) € Vect(es, -+ ,en)

i.e.

Vi € [0,n — 3], u(en—i) € Vect(en, -+, en—)
i.e. C est triangulaire supérieure.
On a

u(e1) € bier + by gea + Vect(es, -+ - ,e,) 5 u(er) € ba1er + bagea + Vect(es, -« - ,ey)

. . ) , C L) 5 .
donc dans une base bien choisie, u est représentée par 0 B) Bs 1 est le coefficient selon

e1 de u(ez), a savoir by # 0. Puisque A est la matrice dans la base canonique de u,

A et (g é) sont semblables avec [E]QJ #0 et C triangulaire supérieure |,

25. Soit F un espace vectoriel de dimension n > 1. Soit u un endomorphisme de E de trace nulle.
Si u est une homothétie, disons AId, on a tr(u) = An donc A =0 et u =0 € X4C(E).

Supposons donc que u n’est pas une homothétie. Soit M matrice canoniquement associée a
u. Alors M n’est pas une homothétie donc par la question 24, M est semblable & une matrice
presque triangulaire supérieure, notée A.

Par la question 19, il existe Cy € C* ! tel que A+ V + E¢, soit semblable a .J,, : soit donc
P une matrice de passage qui convient.

Par la question 20, il existe By, Bo de carré nul telles que J,, = By + B3 : on a donc

A+V +Eg,=PJ,P' =PBP~' + PB,P~' = B + B,.
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Comme Bi? = By? = 0,, on a EZ = §22 = 0.

Par la question 21, il existe B3, By deux matrices de carré nul telles que V + E¢, = B3 + Ba.
On en déduit que P
A = B; + By — B3y — By.

Comme (—B3)? = B2 = (=B4)? = B} = 0, A s’crit comme somme de 4 matrices de carré
nul.

Concluons. Soit wuq, usg, us, ug endomorphismes de E canoniquement associés aux matrices
By, By, —Bs, —Bj. Alors par construction,

‘UZU1+U2+U3+M4

avec |uy, uz, u3, ug € C(E) : u € L4C(E) ‘

k%%

FIN DU SUJET
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