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Corrigé du sujet

Contenu

Apres une présentation du sujet, on présente un corrigé détaillé pour les étudiants qui veulent
travailler cette annale. Le corrigé est agrémenté de petits encadrés qui rappellent quels chapitres
sont sollicités a chaque question.

Un index se trouve en fin de document afin de s’y repérer convenablement. En rouge, les thématiques
de Spé et en orange, les thématiques de Sup.

Préambule

e Ce sujet CCP contient 2 exercices et un probleme.

¢ Pour le premier exercice, ce sont des probabilités. Assez proche du cours et de ses applications
directes, il y a quelques légeres technicités a surmonter. Dans I’ensemble, ’exercice est assez
facile.

e Pour le deuxieme exercice, on parle de la fonction I' d’Euler. Cette fonction est omniprésente
aux concours. On établit dans un premier temps quelques propriétés classiques a savoir
refaire puis on démontre le théoreme de Bohr-Mollerup. Cette seconde partie est davantage
technique mais les questions sont tres guidées.

¢ En ce qui concerne le probleme, c’est un probléme d’algebre linéaire. La partie I traite de deux
exemples explicites et permettent de rentrer dans le sujet. Il n’y a rien a dire en particulier.

o Par contre, la partie II est tres classique (en ce qui concerne les propriétés sur les nilpotents).
Le niveau est un peu plus élevé mais ¢a reste assez important a savoir faire.

o Enfin, cette derniere partie n’est pas trop (voire pas du tout) dans 'esprit du programme de
PSI. On redémontre des résultats assez théoriques et techniques, résultats qui sont utilisables
(sous une forme plus forte) en MP. Le/la candidat(e) qui s’y aventure est prévenu(e).

o Le sujet est affreusement long! 43 questions, pas forcément triviales. On pouvait bien sir
traiter ce qui nous plaisait (par exemple, exercice 1, une bonne partie de 1'exercice 2 et la
partie I du probleme, devrait représenter un(e) candidat(e) admissible).
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Exercice 1 : un jeu de pile ou face

1. Soit k € N. Notons (P,) la propriété suivante : f est de classe C* sur | — 1,1[ et

k! .
SRR I —

o Soit k = 0. Alors f est bien continue sur | — 1, 1] puisque = — 1 — x est continue et ne
s’annule pas sur | — 1, 1[. On a aussi

k!
o €] = 111 /9a) = (@) = 1 = Ty

donc (Py) est vraie.

k!

e Soit £ € N. Supposons que P soit vraie. Alors x +— W est de classe C! sur
—x

] = 1,1] puisque = — (1 — )" est de classe C! et ne s’annule pas sur | = 1,1[. Ainsi,

fecH(]—1,1[,R) et

Vo €] = 1,1 £ (0) = (79 () = KD+ 1) s = s

Ainsi, (P,41) est vraie.
e Par le principe de récurrence, P, est vraie pour tout n € N.
Ainsi,

k!

VkeN, feCh(-1,1[R); Vo €] - 1,1, fP(z) = D

Remarque. Pour montrer que f est de classe C*°, on peut aussi dire que [ est développable
en série entiére sur | — 1,1[ donc en particulier, elle est C*° sur | — 1,1].
2. On a le développement en série entiere

iy n Chap. :
Va 6] -1 1[,f($) = Z €T o Sér. Ent.
n=0

Soit k € N. Puisque c’est une série entiere, on peut dériver autant de fois que ’on souhaite
terme a terme dans l'intervalle ouvert de convergence donc

+00 I
Ve e] - L1 fP@) =Y nn-1)(n-k+1)z"F=>" (nf!k),xn—k.
n=~k n=k '

Par la question précédente, on a donc

oo k!
VkeN,Vaze]—l,l[,Z—%mx = A=) |

3. X modélise le temps d’attente du premier succes d’une succession d’expériences de Bernoulli
indépendantes et de méme parametre p : le cours assure que X suit une loi géométrique de

parametre p. ?h;}; ; n
4. Pour réaliser (Y = k) sachant (X = n), il faut obtenir k succes en les n tentatives disponibles, | g,
en répétant n expériences de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p : ainsi, la loi ——=
de Y sachant (X = n) est une loi binomiale de parametres (n, p) et ?h?f”; : o
Sup

P(Y =k|X =n)= (Z)pk(l —p)"F

n
avec la convention <k> =0sik>n.
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5. La famille (X = n),en+ forme un systéme complet d’événements : par la formule des proba-
bilités totales,

Chap. :
Vk € N,P(Y Z P(Y =k| X =n)P(X =n)| e Proba Sup

6. On applique la formule précédente pour £k =0 : on a

+oo Chap. :
= Z P(Y =k| X =n)P(X =n) e Calcul

= Z( ) )01 =p)"p

—+o00
=y
1_pn*1
p  (1-p)?

On a bien

+oo Chap. :
P(Y = k‘) = P(Y =k ’ X = n)IP’(X = n) e Calcul

k+1(1 _ .,\k—1 +00
=" uk! . nz::l (n —‘k’)!((l —p)")
B karl(l _ p>k71 k!
* k! (1—(1—p)2)k+t
B pk+1(1 o p)k—l
T G-
(1—pH!

1;0 (2 - P)kH

On a (x) par la question 2 pour z =1 — p €]0, 1[. On a donc bien

1— k—1
Vk € N P(Y = k) = a=p |
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Exercice 2 : une caractérisation de la fonction Gamma

Dans toute la suite, on notera h(xz,t) = t* e .

8. Soit x > 0.
o Déja, h(z,-) est continue sur R*;
o Au voisinage de 0, h(x,t) Do e Or I’étude des intégrales de Riemann nous indique (_* T¢P
_>

1
que t — e est intégrable en 0 des lors que = > 0.

o Par ailleurs, t*h(x, ) s 0. On en déduit que h(z,t) = 0 s100(1/t?) et t > t2 est
—+00
intégrable au voisinage de +oo : par comparaison, h(z,-) est intégrable au voisinage de
+00.

Ainsi, | h(z,-) est intégrable sur R™ et I'(x) est bien définie |

Par ailleurs, h(z,-) étant non nulle et positive pour tout = > 0, I'intégrale de h(z,-) sur R
I’est donc aussi :

‘V$>O,F(x) >O‘.

9. Soit 0 < a < b deux réels. Alors :

b b Chap. :
fecumtct e o
a

a

On a —a%e™ —6 0 par produit de limites, et —b" et b—> 0 par croissances comparées. Or,
a— ——+00

pour x > 0, intégrale de droite converge quand oo — 0, 5 — +o0 vers zI'(x). L’égalité passe
donc la limite en :

T(@+1) = 2T ()]

10. Soit (z,t) € [a,b] x RT*,

e Sit€]0,1], alors t*71 <t tet 0 < e <1 donc Chap. :
e Fonctions

tx—le—t < ta—l

e Site[l,+oo, alors £~ < =1 donc

tm—le—t < tb_le_t.

Ainsi, on a

V(z,t) € [a,b] x RT* 1% te™ < oo(t) |

11. Montrons déja que g est intégrable. Pour cela on constate que 1y est

« continue par morceaux sur R*, Chap. :
« intégrable au voisinage de 0 car équivalente & t°~ 1 et ¢ — ¢! est intégrable au voisinage

de 0 par le critere de Riemann (1 —a < 1),

« intégrable au voisinage de 400 car par croissances comparées, p(t) = 0j_1o00(t"2) et
t — t~2 est intégrable au voisinage de +oc.

Ainsi, 9 est intégrable.
Soit maintenant k € {1,2}. Alors 1)y, est

« continue par morceaux sur R**,
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« intégrable au voisinage de 0 : en effet, elle est équivalente a |In*(¢)[t%! et en e = g >0,
on a
|Ink () [te! = | In*(2)[t° 127178 = o(t*179)
—_———

— 0
t—ot

. . a - -
par croissances comparées et comme ¢ — 1 — e = 5~ 1>-1,t—1t° 1=¢ ogt intégrable

au voisinage de 0 par le critére de Riemann et par comparaison, 1, est intégrable au
voisinage de 0.

« intégrable au voisinage de 400 car par croissances comparées, p(t) = 0 100(t72) et
t > t 2 est intégrable au voisinage de +ooc.

Ainsi, | 1o, ¥1, 19 sont intégrables sur RT* |

12. On va appliquer le théoréme de régularité C? des intégrales & paramétres.
T

h
. V> 0,2 h(z, ) € CERY) 1 ¥t > 0¥z > 0,¥n € {0,1,2), gﬂ@,x) ~ ()t
e TCD

d"h
« Pour tout x > 0, pour tout n € N, ¢ — —— (¢, ) est continue par morceaux sur R

Oz
o Domination : Soit (a,b) tels que 0 < a <1 < b < 4o0. Alors :

Vn € {0,1,2},Vz € [a,b], ¥t > 0, In"()|t*Le™ < [In™(t)|p(t) = ¥n(t).

Comme 1, est intégrable pour n € {0, 1,2}, on a la domination souhaitée.

Par le théoréeme de dérivation sous le signe intégral, j’ai :

2 (o +* . (n) _ oo 9"h _ Hoo n rz—1 _—t
' e C*(R™,R) ; Vo > 0,Vn € {0,1,2},I"(z) = e —(t,x)dt = In" (¢)t* e "dt.
0 x 0

13. Soit uy,ug,u,v des fonctions continues sur [« 5], A, p des scalaires.

o Linéarité a gauche.
8 e EPR

(i + s, v) — / (O (£) + pua (1)) o(t)dt

= /5 uy(t)v(t)dt + p /ﬁ ua(t)v(t)dt
= Muy,v) + p(ug, v).

e Symétrie.

B B
(u, v) = / w(t)o(t)dt = / v(t)u(t)dt = (v, u).

« «

e Linéarité a droite : hérite de la linéarité a gauche et de la symétrie.

B
o Caractere positif : on a (u,u) = / u?(t)dt et comme u? > 0, par croissance de l'inté-
(0%

grale, (u,u) > 0.
o Caractére défini : si (u,u) = 0, comme u? est continue positive, u> est la fonction nulle
donc u est la fonction nulle sur [, 5].

Ainsi, | (-, -) est un produit scalaire sur C'([a, 8], R) |.

14. L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

Y, v € CO([av, A1, R), (u,v)? < [Jul|?|jv]?
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i.e.
8 SR 8
/zmnumt S/QL@m/‘vumt
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec
u: t €]0, +ool— In(t )eZt FeR

et
v :t €]0, 00— eTtT €R.

On a donc

B 2 B 2 B B
—t z—1 —t z—1
(/ In(t)ezt = ezt 2dt> - (/ 1n(t)e_ttz_1dt> S/ lnz(t)e_ttx_ldt/ e—tm=1qs.

Comme tout converge, I'inégalité passe a la limite quand 8 — +oc et @ — 0 en

+oo 2 +oo +oo
( / ln(t)e_ttm_ldt) < / In?(t)e " 1dt / e it lat
0 0 0

et par la question 12,

(F/)2 < FFH i

Comme T > 0 et est C2, Inol est aussi C2 et on a

- FF” _ (F/)2

(Inol')” = 2 >0

par I'inégalité démontrée ci-avant. Ainsi, ‘ln ol" est bien convexe ‘

+o00
Comme I'(1) = / e7tdt = 1,
0

avant et la question 9.

(5’)‘ grice aux deux points montrés juste

On note (a), (b), (c) les trois propriétés respectivement de (.59).

15.  On montre ceci par récurrence.

e Sin =0, il n’y a rien a faire.
e Soit n € N. Supposons que Vz € RY*, f(z + n) = f(z) [[(x+ k — 1). Alors o Caleut
k=1
n n+1
Ve >0, f(z4+n+1) = (z+n)f(z+n) = f(z)(xz+(n+1)— H (x+k—1) = f(x) H(x—i—k—l).
“ k=1 k=1

e Par le principe de récurrence,

Vn e NNV >0, f(z+n) = Herk—l

Ainsi, pour x =1, on a
VneN, f(n+1) = H1+k—1()
k=1

et
gn+1)=In(f(n+1)) =In(n!) = Z In(k
k=1
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16. Par la question 15,

n+1 n
Ve >0,In(f(x+n+1))=In (f(x) H(ﬂz+k— 1)> =In(f(z)) +1n (H(az—i—k)) :
k=1 k=0

On reconnait donc

Va;>0,g(x—|—n+1):g(m)+ln<ﬁ(m+k)> !
k=0

17. Fixons n € N*. Par convexité de g (par (c)) et par le lemme des pentes croissantes, puisqu’on
a les inégalités,
n<n+l<n4+l4+zz<n+2

avec x €]0, 1], on a avec les deux premieres inégalités

gn+1)—g(n) < gn+1+2x)—g(n) < gn+1+2z)—gn+1)
n+1-—n - n+l+zxz—n - x

et avec les deux dernieres,

gn+1+x)—gn+1) < gn+2)—gn+1)
x - n+2-(n+1)

et cela donne

gn+1+2z)—gn+1)

g(n+1) —g(n) < <g(n+2)—gln+1)|

18. Soit = €]0,1]. On a ¥Vt > 0,¢g(t + 1) = g(t) + In(¢) donc l'inégalité précédente devient

n+l+z)—gn+1 Chap. :
o) < HE05D a

zln(n) <gn+1+4+2z)—In(n!) <zln(n+1) =zln(n) +zln (1+:L>.

ce qui donne

On obtient donc .
0<g(n+1+z)—Innn") <zln (1 + )
n

ce qui donne par la question 16,

In® 1
0<g(zr)—In nn len(l—i—) — 0.
. n n—-+oo
H(a:—l—z)
i=0

Ainsi, par encadrement puis par continuité de exp, on a

nln®

H(m +1)

1=0

f(z) = lim

n—-+0o
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19. Ainsi, si f vérifie (5), alors nécessairement

) nln
Ve €0, 1], f(r) = Tim_—
H(:c +1)
i=0
Comme I vérifie (.59),
| T
Vz €]0,1],I'(z) = lim — nn
n—+oo .
[[(=+)
i=0
donc ’ f =T sur]0,1] ‘
20. Ona
Vr > 0,In(I'(x 4+ 1)) = In(x) + In(T'(x)) ; Yz > 0,In(f(z+ 1)) 5 In(z) + In(f(x)) Chap. :
o Limites
e Fonctions
Dot :

Vo > 0,(In(l) — g)(x + 1) = (In(T") — g)(x).

Ainsi, In(T") — g est 1-périodique et la question précédente montre qu’elles sont égales sur
10, 1]. Par périodicité, elles sont égales sur R™ donc en passant & I’exponentielle, on a

f=Tsur R™|

Probléme : étude d’une classe d’endomorphisme

Partie I. Deux exemples

21. Onau(l)=0+0=0; u(X)=0+1=1; u(X?) =2X?+2X donc

Chap. :
e Mat App

Mat(17X7x2) (U) =

Lin

o Red

o O O

1
0
0

NN O

‘u n’est pas diagonalisable‘ : en effet, les deux derniéres colonnes de cette matrice sont libres

donc rg(u) = 2 = 3 — dim(ker(u)) par le théoréme du rang. Ainsi, dim(ker(u)) = 1 donc la
dimension de ’espace propre pour la valeur propre 0 ne coincide pas avec la multiplicité de
0 en tant que racine de x, = X?(X — 2).

22. Ona
2
) 010 0 0 2 Chap. :
Mat(l,X,XQ)(u ) =0 0 2 =10 0 4f. e Mat App
0 0 2 0 0 4 Lin

Ainsi, | ker(u?) = Vect(1, X) |

Ensuite, si z € ker(u?), alors u?(u(z)) = u(u?(z)) = u(0) = 0 donc u(z) € ker(u?) et
u(ker(u?)) C ker(u?)|.
23. 2 étant valeur propre de u, soit P € E non nul tel que u(P) = 2P. Alors X2p" + P =2P.

Si P est de degré 1 ou 0, alors X2P” = 0 donc deg(P) = deg(P’) ce qui n’est pas possible.

Chap. :
e Mat App

Lin
e Pol
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Ainsi, P est nul (exclu) ou P est de degré 2. Ainsi, (1, X, P) est échelonnée en degré donc
libre et par cardinalité, ¢’est une base de E. On a

2 00
Math’X(u) =10 0 1
0 00

Ainsi, u € D par P'assertion (7).
24. Ona

Chap. :

Ainsi, e Mat App

Lin

Maty x x2(v) =

o O O

1
0
0

O N O

25. Soit D un espace vectoriel stable par v de dimension 1 : il est de la forme Vect(z) avec
x # 0. La stabilité donne l'existence d’'un A € K tel que v(x) = Az donc = est donc un
vecteur propre, et A la valeur propre associéelﬂ Alors comme Sp(v) = {0}, A = 0 donc Ch&g"f’ A
D C &)(v) = ker(v). Comme rg(v) = 2 (deux colonnes non colinéaires et une colonne nulle), ,f/,]i B

dim(ker(v)) = 1 = dim(D) donc D = ker(v). e Red

‘Ainsi, le seul espace propre de dimension 1 est ker(v) ‘

26. Soit P = Vect(P, Q) un sous-espace vectoriel de E stable par v. Supposons un instant que
P soit de degré 2, alors (v?(P),v(P), P) est une famille échelonnée en degré de E donc est

. . . . . . . Chap. :
libre. Ainsi, P serait de dimension au moins 3 ce qui est exclu. 21

e Mat App
Ainsi, P est de degré au plus 1, tout comme (. On en déduit que P C R;[X]. Ce sont deux | Lin

espaces de méme dimension donc on en déduit que 0 e

PR

Réciproquement, il est clair que R;[X] est stable par v.

On en déduit que

un sous-espace vectoriel de E' de dimension 2 et stable par v est nécessairement R;[X] ‘

27. Supposons un instant que v € D. Comme v n’est pas diagonalisable, il existe par (i) une
base B et A, a, b, c,d des scalaires tels que

Chap. :

e Mat App

Matg(v) = Lin

o O >
o & O
Qo O

e Red
e App Lin

En notant B = (ey, e2,e3), on en déduit que Vect(e1) et Vect(ez, e3) sont stables par v : par
la question précédente,

Vect(e1) = ker(v) ; Vect(ez,e3) = K;[X].

On sait donc que A = 0. Ensuite, I'induit de v induit par K; [ X], noté Vg, [x], Vérifie vk, [X]Q =0
puisque VP € K;[X], UK1[X]2(P) = v?(P) = 0 (on dérive deux fois un polynéme de degré au

plus 1).
a b
M = <C d) = Mat(e%es) <UK1[X])

1. A retenir : une droite stable, c’est une droite engendré par un vecteur propre.
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et donc
]\42 = Mat(e%%) (uKl[X}Z) = 0

ce qui donne par blocs,

0 O
Matp(v?) = (0 M2> =0.

Or v? # 0 donc on obtient une absurdité. On a donc .
28. Notons w: P € E + X?P". Alors w(1) =0 ; w(X) =0 et w(X?) = 2X?. Ainsi,

Chap. :
e Mat App

Mat(y x x2)(w) =

Lin

e Red

o O O
o O O
N OO

donc w est diagonalisable et (i7) est satisfaite donc w € D. Par ailleurs, v € D mais u —w =
v ¢ D donc D n’est pas stable par combinaison linéaire :

’D n’est pas un sous-espace vectoriel de ‘

Partie II. Le cas des endomorphismes nilpotents

29. Supposons que dim(E) = 1. Soit z # 0. On a E = Vect(x) donc il existe A € K tel que
u(z) = Az. On a alors 0 = uf(z) = Az donc \* =0 i.e. A\ =0et u=0.

30. Soit z € E\ker(u*~!) qui est non vide car u*~! # 0. Soit B = {uf(z) : 0 < i < k —1}.
Montrons que c’est une famille libre.

Chap. :
e App Lin

Chap. :

Soit donc Ag, - -+, Ag_1 des réels tels que e App Lin

e E.V.

k—1 )
Z Aiu'(z) = 0.
=0

Soit A ={i € [0,k — 1] : A; # 0}. Supposons par 'absurde que A est non vide. Alors A est
une partie non vide de N donc admet un plus petit élément ig. On a donc A\; = 0 si ¢ < ig et

Xip # 0 donc
k—1 ‘
Z Aut(x) = 0.
i=ig
On compose par ©*~©~1 On a alors
k_l . . . . k:_l . .
0= Z )\Z’uk_ZO—H_l(.%') _ )\iouk—zo-i—zo—l(x) + Z \; uk—zo-i—z—l(x) _ Aiouk_l(x)-
1=1g 1=ig+1

=0

(cela donne 0 car k —ig +i — 1 > k). Comme u*~1(z) # 0, nécessairement, \;, = 0 donc
io ¢ A. Contradiction. Ainsi, A est vide donc B est libre.
Apres, on permute les coefficients si on veut avoir la famille dans le méme ordre.

31. Dans la question précédente, on obtient une famille libre de cardinal k. Comme 'espace E
est de dimension 2, on a k < 2.
Chap. :

Si k=1, alors ub =ul =0 ce qui est exclu. Ainsi, . Ainsi, . o @fiin < G5
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32. Soit u € DNN. Soit k I'indice de nilpotence de u. Par (i7), il existe B une base et A, -+ , A, €
K, M, -, M, € Ma(K) tels que

Chap. :
A1 e Mat App
Lin
Ap
MatB(u) = M,
M,
donc par produit par blocs,
k
AL
)\k
atp(u”) M{g
k
My

donc
Vi S ﬂl,p]],Af =0 5 Vi € [[17Q]]5Mzk =0.

On en déduit qu’en notant v; ’endomorphisme canoniquement associé a M; pour i € [1,q],
v; est un endomorphisme de K? nilpotent d’indice k& donc par la question 31, k = 2. Ainsi,

e ]

33. Soit y € Im(u). Soit z € E tel que u(z) = y. Alors 0 = u?(z) = u(y) donc y € ker(u)
<

et ‘Im(u) C ker(u) ‘ En particulier rg(u) < dim(ker(u)) et le théoréeme du rang donne par

. Chap. :
ailleurs e App Lin

n = dim(ker(u)) + rg(u) e dim < oc

donc dim(ker(u)) = .

34. Soit A1, -+, Ap—r, f1, -, lr des scalaires tels que

Chap. :

n—r r
Z)\ZBZ+Z,U,]fJZO e E.V.
i=1 i=1

Alors 0 = u(0) = Aiu(e;)+ Y pju(f;) donc
(0) ; (€:) ]Z julf;

=0 =1 :ej

T

> jej = 0.
j=1

Par liberté de (e1,--- ,e,), on en déduit que Vj € [1,7], u; = 0. En particulier,

i )\iei =0
=1

donc par liberté de (e1, -+, e,—y), on en déduit que Vi € [1,n — r], \; = 0. Finalement,

‘la famille (e, -+ ,en—p, f1,--- , fr) est libre dans FE ‘

De cardinal n = dim(E), c¢’est | donc une base de E|.
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35. On change I'ordre des vecteurs : considérons la famille (e,41,- - , en—r, f1,€1, f2, €2, -, fr,€r) =t
B'. Notons donc

Chap. :

* gi =€pq; pour i€ [[1,71 - 2’]”]] e Mat App
o hjj=e;sij=1eth;;=f;isij=2pourtoutie [1,r]. Lin

Alors Vi € [1,n — 2r],u(g;) = 0 et

Vi e [1,7],u(hi2) = e; = hi1 ; u(hii) =0.

On a donc

On72r

J
Matg (u) =

‘avec r fois la matrice J ‘

36. N> est clairement inclus dans V. Par ailleurs, la question précédente assure que No C D. On

en déduit que

Partie III. Un critere d’appartenance a D

et par la question 32, on a

37. Déja, dim(K;[X]?) = 2dim(K;[X]) = 4 et dim(K3[X]) = 4. Ainsi, il suffit de montrer que ¢
est une application linéaire injective. La linéarité découle de la linéarité de la multiplication
par un polyndéme quelconque. Ensuite, ¢ est bien définie puisque si A, B € K;[X], les poly- Clisip. 4
nomes (X —a)?A et (X —b)%B sont des polynomes de degré au plus 3 donc (A, B) € K3[X]. | S A

e Mat App
Sion a A, B € K;[X] avec ¢(A, B) =0, alors ""';y /
o (]

(X —a)’A=—(X - b)’B.

On présente deux preuves selon 'appétence en arithmétique.

o Ainsi, (X — b)? divise (X — a)?A. Comme a # b, (X — b)? ne divise pas (X — a)? donc
par le lemme de Gauss, (X — a)? divise A. En particulier, deg((X — a)?) = 2 > deg(A)
donc | A = 0] Ainsi, (X —b)2B = 0 donc .

« On évalue la relation en a : on a (a — b)>B(a) = 0 donc B(a) = 0. Comme B est de
degré au plus 1, il s’écrit donc A(X — a). Ainsi, la relation se réécrit

(X —a)?A=—(X —b)’\X —a)

et en divisant par (X — a), on a (X —a)A = —\(X — b)? donc en évaluant en a,
AMa —b)2 =0 donc A =0 et . Fatalement, .

On en déduit que ¢ est injective. Par égalité des dimensions, ‘np est un isomorphisme ‘

Ainsi, comme 1 € K3[X], il existe un unique couple (A4, B) € (K{[X])? tel que p(A, B) = 1
i.e.

3(A4,B) € (K{[X])?, (X —a)?A+ (X —b)?B=1.
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38. Soit (a,b) € K% a # b. Soit € ker((u — aldg)?) Nker((u — bldg)?). Soit A, B obtenu & la

question d’avant vérifiant
N2 B2 Chap. :
A0 BBt

On évalue en u :

A(u) o (u— aldg)? + B(u) o (u — bldg)? = Idg.
On évalue en z :
A(w)[(u — aldg)?(z)] + B(u)[(u — bldg)?(z)] = 04+ 0 = Idg(z) = =.

On en déduit que z =0 et

ker((u — aldg)?) Nker((u — bIdg)?) = {0} |

39. On peut remarquer que c’est une sommes d’espaces propres de u pour des valeurs propres 2 a
2 distinctes : le cours assure que ces espaces propres sont en sommes directes. On redémontre

ci-dessous le résultat. Chap. :
e App Lin
Si la famille (o, - - ,ap) est vide, il n’y a rien a faire. Sinon, on fait une récurrence sur p. e Red
. . . N . o E.V.
e Sip=1,iln’y arien a faire. !
p p+1
» Supposons que la somme @ker(u—aiIdE) est directe. Soit (21, -+ ,xp41) € H ker(u—
i=1 i=1
a;1dg) telle que
p+1

S =0
i=1
ce qui donne

p
—Tp41 = Z ZTi.
i=1

p+1 p+1
Alors 0 = u(0) = Z u(z;) = Z a;z; donc
i=1 i=1
P p+1
—Qpi1Tpt1 = Zu(xz) = Z ;.
i=1 i=1
On a donc
p p p+1
Zapﬂxi = Zu(aﬁz) = Z T
i=1 i=1 i=1
donc
P
Z(Oéerl — Oél')l'i =0.
i=1
P
Comme la somme @ker(u — o;ldg) est directe,
i=1

Vi € [1,p], (apy1 — ) 2 =0
———
£0
donc chaque z; est nul pour tout i € [1,p]. On a donc

p+1
0= Z T = Tpy1
=1
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p+1
donc finalement, @ ker(u — o;Idg) est directe.
i=1
o Par le principe de récurrence, pour tout p € N (on n’a pas besoin de E de dimension
finie donc on ne limite pas le nombre de sous-espace),

P
la somme @ ker(u — oi;1dg) est directe |.
i=1
40.
L D e
e Sig=0,il n’y a rien a faire. Chap. :
e Soit ¢ € N tel que la somme e App Lin

o E.V.

P q
@ker(u —a;ldg) @ @ker(u — B;1dg)?

=1 j=1
p q+1
soit directe. Soit (z1,---,2p) € err(u — o;ldg) et soit (y1,--- ,Yq41) € H ker(u
i=1 j=1
Bi1dg)? vérifiant
g+1

le + Z y; = 0.
On a donc
P q
—Yg+1 = sz + Zyj'
i=1 j=1
En appliquant (u — B44+11dg)?, on a

(u = Bg+11dE)*(—ygs1) = 0

et
P

q
Z(u — Bq—HIdE .CI?Z Z u — Bq+1IdE (yj).
J=1

=1
On a d’un coté
Vi € [1,p], (u = Bg1ldp)?(25) = (u — Bgraldp) (u(zi) — Byr12:)

= (a; = Bgy1)(u — Bgraldp)(x;)
= (a; — ﬁq+1)2xi

et d’un autre, notons P; = (X — B]) pour chaque j : on a donc

Pj(u) o Pyia (u)(y;) = Pyt (uw)(Pj(u)(y;)) = 0

donc Pyy1(u)(y;) € ker(Pj(u)). Ainsi, on a la décomposition

p

0=> (i — Bgs1)’mi+ Y _ (u— Bgs1ldp)*(y;)

N ——— —
=1 =1 eker(P; (u)

dans la somme directe

P q
@ker(u —o;ldg) ® @ker(u — Bi1dg)?

i=1 j=1
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ce qui entraine que

Vi € [[].,p]],fﬁl =0 ) Vj € [[LQ]]an-i-l(u)(y]) =0.
On en déduit que pour tout j € [1,q], y; € ker(Py41(u)) Nker(Pj(u)) = {0} par la
question 38.

Finalement,
q+1

P
0= Zfﬁz + Zyj = Yg+1
i=1 j=1

donc on a la somme directe

P q+1
@ker(u —o;ldg) @ @ker(u — B;ldg)?
i=1 j=1

o Par le principe de récurrence, pour tout ¢ € N (on n’a pas besoin de E de dimension
finie donc on ne limite pas le nombre de sous-espace),

p q
la somme @ker(u —o;ldg) @ @ ker(u — 3;1dg)? est directe |
i=1 j=1

41. Soit Ai, -+, Ap, pt1, -+, g, V1, -+, Vg des scalaires tels que

p q q
Y NP+ Y 1Qj+ Y kR =0.
i=1 j=1 k=1

Fixons ¢ € [1,p]. Alors pour tout ¢ € [1,p]; on a
0= P(ow) = (o — i) Pi(cw)
donc P;(ay) = 0 si i # £. De méme, pour tout j € [1,4],
0= P(ag) = (g — B;)Qj(ce) = (e — B;)*Rj(cwe)

donc Qj(ay) =0; Rj(ay) = 0.

Ainsi, dans , en évaluant en ay,

p q q
0=APylag)+ > NPi(ow) + > 11;Qs(c) + > v Rig(ove)
i=1,i0 j=1 k=1

=0

donc Ay Py(ay) = 0. Comme oy est racine simple de P, elle n’est pas racine de P, donc Ay = 0.
Ainsi, se réécrit

q q
Zuij + Z v Ry = 0.

j=1 k=1

Fixons cette fois-ci £ € [1, ¢]. Alors de méme, pour tout j € [1,4¢],j # ¢, on obtient

R;(Be) = 0,Q;(Be) = 0.
Par ailleurs, comme [, est racine d’ordre 2, Q/(8¢) = 0 et Ry(5¢) # 0 donc dans , en

évaluant en [y, comme avant

0 = veRe(Be)
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et donc vy =0 et se réécrit

q
> 1iQ; =0.
j=1

Fixons encore ¢ € [1,q]. Comme précédemment, @Q); admet 3, comme racine d’ordre 2 pour
j # ¢ et d’ordre 1 pour j = ¢. Soit donc S; tel que Q; = (X — ¢)S;. Alors de

q
j=1
on a
q
> 1S =0.
j=1

En évaluant en S;, on a donc

q
weSe(Be) + > 13 S;i(Be) = 0.

J=1,j#¢
Comme S;(8¢) = 0 pour j # £, on a donc 1y S¢(f;) = 0 donc pp = 0.
——

#0
Finalement, si

P q q
DoNPA Y 1Qj+ Y wpRy =0,
i=1 j=1 k=1

alors tous les scalaires sont nuls. On a donc la liberté de

(P17"' 7Pp7Q17”' 7Q(17R1"' 7Rq)'

C’est une famille libre a p + 2¢ éléments. Comme P est de degré p + 2¢, c’est une famille de
polynémes dans K4 24—1[X] de dimension p + 2q.

Par cardinalité,

(Pr,--,Pp,Q1,-- ,Qq, R1--- ,Ry) est une base |

42. Soit donc A1, -+, Ap, i1, -+ 5 fig, V1, - -, Vg des scalaires tels que
P q q Chap. :
Z)\iPi—FZMij "‘ZVkRk =1. e Pol
i=1 j=1 k=1 e E.V.

e PolEndo

Alors en évaluant en u,
P q q
STONP(w) + > 1 Qj(w) + ) v Ry (u) =1d.
i=1 j=1 k=1
Soit donc z € E. On a
P q q
z = NPi(u)(@) + D pi(Q)(w)(@) + > vk Ry(u)(2).
i=1 k=1

j=1 =

o Soit 7 € [1,p]. Alors (u — a;1dg) o Pi(u)(x) = P(u)(z) =0 : P;(u)(z) € ker(u — oy1dg).

o Soit j € [1,q]. Alors (u—F;1dg)oQ;(u)(x) = P(u)(xz) = 0: Q;j(u)(z) € ker(u—pB;1dg) C
ker(u — B;1dg)?.

o Soit j € [1,q]. Alors (u—B;1dg)?oR;(u)(x) = P(u)(z) = 0: Rj(u)(z) € ker(u—B;1dg)>.
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P q

On a donc = € @ker(u —oldg) ® @ker(u — B;1dg)?. Ceci étant vrai pour tout = € E, on
i=1 j=1

a

P q
E C @ker(u —oldg) ® @ker(u — Bildg)?.
i=1 j=1

La réciproque étant claire,

P q
E = @ker(u —o;ldg) & @ker(u — BiIdg)?|.
i=1 j=1

43. On définit pour tout ¢ € [1,p],j € [1,q], v; U'induit de u sur ker(u — a;Idg) et w; I'induit
de u sur ker(u — ;1d )P =K ;. Alors chaque v; est une homothétie de rapport «; et chaque

w; — B;1d K; est nilpotent d’indice 2. Pour ce dernier point, il suffit de vérifier que ?his)' 2/”
5 9 9 o Mat App
Vr € ker(u — ,BdeE) ,(wj — ﬂdeK].) (.%') = (u - 6deE) (-T) =0. Lin

o Red

o Pour tout i € [1, p] on peut donc considérer une base B; de ker(u — a;1dg).

o Soit j € [1,¢]. Comme w; — Bjldg; est nilpotent d’indice 2, par la question 36, c’est un
endomorphisme de D donc il existe une base C; telle que Matc;, (w; — p;1d Kj) soit de la
forme de la question 35. Comme l’identité est invariante par changement de base, on en
déduit que

Bj
Mate, (;) = & (2)
A Bila +J
Bila +J
donc wj est de la forme (i7).
P q
Considérons donc B = H—J B; & L—ﬂ C;j qui est une base adaptée a la décomposition trouvé a

i=1 j=1
la question précédente. Alors la matrice de u dans cette base est une matrice diagonale par
blocs donc les blocs sont des matrices diagonales ou des matrices de la forme celle de .

Ainsi, quitte & réarranger les vecteurs de la base B, on se ramene & (ii) et v € D.

KKk

FIN DU SUJET
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