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Partie A : Etude du spectre de la matrice d’interaction

Partie 1 : Quelques inégalités générales

1. J, est une matrice symétrique a coefficients réels, d’apres le théoreme spectrale, elle est donc

diagonalisable.
2. Comme J, est symétrique réelle donc diagonalisable, d’apres le théoreme spectrale il existe P une
matrice orthogonale et D une matrice diagonale (avec D = diag(A1;...;\y)) telles que :
J,=P'DP

Soit X dans A™ on a alors :
X"J,X=X"P'DPX = (PX)"D(PX)

Posons Y = PX et Y = (y;)1<i<n on a alors :

n
XTI.X => Ny}

i=1

Et donc :
Amin X [|[Y)? < X TJ, X < Apax X ||Y]]2

De plus on vérifie facilement grace a orthogonalité de P que ||[Y||* = || X ||?
Donc il suit que : Amin X | X2 < X TJ,X < Amax % || X2
Et puisque : | X||?> = n, on obtient finalement le résultat suivant :

7’L)\min < Z Jn(z»])szz < n)\max
1<i,5<n



@ Optimal Sup-Spé
5/~ Groupelpesup »  LenlenSup-Spé Centrale Mathématiques 2 PC 2025

3. Soit z € A", comme h > 0 on a :

n n
—nSZmign = —hnS—thighn
i=1 i=1

Or puisque S > 0 le résultat précédent implique également que :

_En)\max < _é

.. B
. . < .
5 < -3 E Jn(z,j)xjx, < 2n)\mm

1<i,j<n

En sommant les deux inégalités on obtient :

(= h= D) < B (i) < = D)

4. Si J, est en plus orthogonale alors ses valeurs propres sont —1 ou 1. Or on suppose que J, n’est
pas I ou —1I alors Apax = 1 et Apin = —1 et on en déduit dans ce cas I’encadrement suivant :

n<fhf§) < Hy,(h;z) Sn(thg)

Partie 2 : Le modeéle de Curie-Weiss

5. Définie ainsi U, est la matrice carrée de taille n contenant que des 1. Elle est donc de rang 1 et on
en déduit alors que la dimension de Ker(U,,) est n — 1 par le théoréeme du rang. Donc 0 est valeur
propre de multiplicité n — 1.

On constate par ailleurs que n est valeur propre car U,1 = nl ou 1 est le vecteur colonne de
taille n composé que de 1. D’aprés notre remarque précédente on a alors que n est valeur propre
de multiplicité 1. Donc on a

Sp(Un) = {0;n}
De plus on a que :

1
I = =(U, - I
no=( )

1
On vérifie facilement que si u est valeur propre de U, alors —(u — 1) est valeur propre de Jéc). En
n

effet soit X un vecteur associé a la valeur propre p on :

1 1 1 1
~(Un — L)X = ~(UnX LX) = ~(uX = X) = ~(u—=1)X

n

1 n—1
Les multiplicités sont conservées donc —— est valeur propre de J,(LC) de multiplicité n — 1 et
n n

est valeur propre de JT(LC) de multiplicité 1.

Partie 3 : Le modeéle du sinus

6. Comme x € R\nZ, on peut appliquer la formule classique d’une somme géométrique en remarquant
que :

Proposition de corrigé Page 2/ 16



%2? Optimal Sup-Spé
Groupe lpesup = Len"l en Sup-Spé Centrale Mathématiques 2 PC 2025

Z cos(2kx) R(Xi: i22) )

k
1 — ei2z(p+1)
= R( 1 — ef2z )
_ R(emm(@—u)@)
sin x
~ cos(pz)sin ((p + 1)z)
N sinx

[y

(en utilisant la factorisation par I'angle moitié et les formules d’Eu

Or en utilisant la formule du produit suivante :

sin(a + b) — sin(a — b)

sin(a) cos(b) = 5

Il vient que :
sin ((2p+ 1)z) —sinz
2

sin ((p + 1)) cos(pz) =
Donc on obtient bien :
2 1
j{:cos (2%z) (ﬁﬂzﬁﬁjzj;AZEZ__l)

sin x

7. La symétrie est évidente car ij = ji. Montrons maintenant que J7(LS ) est orthogonale, i.e. que
JE(JENT = I,,. On a pour tout couple (i;5) :

TSI s ) = 32 T @ k) () T (ks )

k=1
=" IG5 k) I (55 k)
k=1
4 & 2mik 27k
2n+1k§ <2n+1) (2n+1>
En utilisant cette fois : 4
sin(a) sin(b) = i(cos(a —b) —cos(a+b))

On obtient que :

2n+1<2§ ( 27;+1) ZCOS(% 211]1)))>

Sii=jona:

Zcos (Zk:( 2( +j1>)> n

k=1
et

1 2 1
Z oS <2k: i+ ]))> 5 [sm(m))_ll =3 (d’apres le résultat de la question précédente)

n+1 (23173:1

Doncsii=jona:
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o 2 1
IO i5d) = 5o (nt5) =1

Si i # j on reprend le calcul précédent et :

a2 - 3 +
J7(LS)(‘]7(15))T(Z;J):2n—|—1<kz_:1cos<2k 2;_1_‘71 ) X:ICOS(Q/C 2;_'_]1))))

_ 2 Xllsin((z—j) ) sin ((i + 71')]
(i

m+1" 2 B

(i) ()

Or sin ((i — j)m) = sin ((¢ + j)m) = 0 donc on a démontré le résultat.

Partie 4 : Modeéle d’Ising unidimensionnel

8. On a d’apres la définition :

&
=
|
eoleleoloNeBohaoll =
sl elBeloNeBel ==
[N eNeNoNol el
[=lelolNell =N el
OO O HrH OO o oo
OO OO oo oo
O OO OO o oo
_ O OO0 O oo oo
S OO OO OO o

et

S
3
|
_ O O O O O o oo
=N elalNaolBoeoNoNeoNRel S
[=NeleNelBoNeoNel =
[Nl Moo Nol o]
ool ool S = el
[ eloNell el e o]
OO O+ OO o oo
OO OO oo oo
O R O OO oo oo

Donc :

SO RO, OOO
O, OO o oo

S
=
I

_ O O OO o o =—=Oo
O O OO OO O
O OO OO = OO
OO o O RO, OO
OO R O, OO o
_ O = O OO oo o
O R OO OO OO ==

@)
)

On reconnait bien la matrice d’adjacence du graphe donné dans 1’énoncé (le tore discret unidimen-
sionnel & 9 sommets) ou chaque particule est en intéraction avec son plus proche voisin.
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9. def mat_adj(graphe):
= len (graphe)
mat = [[0 for _ in range(n)] for _ in range(n)]

for i in graphe:
for j in graphe[i]:
mat[i][j] =1
mat[j][i] = 1
return mat

10. Raisonnons par récurrence. L’initialisation de cette propriété est triviale, supposons maintenant
que il existe k dans [1;n — 1] tel que Cﬁ,l = (), on a alors :

C'k”L1 C’nvlC,]f’l = Cp1Ch  (par hypothese de récurrence)

Or pour tout (i;4) € [1;n]* on a :

(Cn 1an ch,l Z l nk’(l J)
=1

Or en considérant Cp1(i;1) on remarque que les seuls termes éventuellement non nuls de cette
somme sont ceux pour | =¢—1 (sii >2)oul=mn (sii=1). On obtient alors :

(Cr1Crk)(i57) = Cn k(i — 155) L0y + Crp(n; 5) 1=y
Or, définition de C,, x on constate que Cy, (n;7)1g—1) = 0 et que Cp (i — 155) = Cp g 41(4;7)
On a donc bien : C”ngl = Oy k+1, cela acheve le raisonnement par récurrence.

11. En appliquant le résultat précédent a kK = n on obtient alors :

ny = Cn,n :In

n,1

Donc X" — 1 est un polynome annulateur de C,, 1. Donc Sp(Cy, 1) C U,

- 27
Soit k& € [0;n — 1]. Posons w = e'n De plus pour w* € U, on vérifie facilement en résolvant le
systéme associé que :

w—(n—l)k

est un vecteur propre de (), 1 associé a la valeur propre w® donc on a bien Sp(Cr1) =0,

12. D’apres la formule de la question 10. on a : Cy, 1 = Cgil et que Cn,lCZEI = Cyy = Ip. Donc

Cp,1 est inversible et Cn 1=C"7' Ainsion a :
-1
J?'L — Cn,l + Cn,l

Soit k € [0;n — 1], on remarque que si X est un vecteur propre de Cj, 1 associé a w* on a alors
CniX = wFX et donc C, %X = w "X . Donc X est également vecteur propre de Ch., % associé a la
valeur propre w™¥.

Ainsi en considérant un tel vecteur propre X on obtient que :

InX =Ch1 X + C;jX =X +u X = (W ruThHX
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Or w* +w™* = 2cos (%Tﬂ)

Ainsi pour tout k € [0;n — 1]

A = 2cos (%TW)

est valeur propre de J, avec multiplicité 1

Partie 5 : Modeéle d’Ising bidimensionnel
13. Montrons la linéarité par rapport & la premiére variable. Considérons les matrices Ay et As dans
My o(R), A € R et B dans M, 4(R). On a pour tout (i;j) € [1;u] x [1;v] :
(a1(i57) + Aaz(4; 5)) B = a1(i; j) B + Aaq(i; j) B
Donc il y a bien linéarité par rapport a la premiére variable. De méme si on prend cette fois By et
By dans M, 4(R) alors pour tout (i;5) € [1;u] x [1;v] on a :
a(i; j)(B1 + ABz) = a(i; j) B1 + Aa(i; j) B2

On a bien la linéarité par rapport a la seconde variable.

Donc ® est bien bilinéaire.
14. Calculons le bloc de coordonnées (i; k) € [1;u] x [1;w] de (A® B)(A'® B') on a :
(AeB)A e B’)L = (@i B)(aj,B) = (D" aijaju) BB = (AA"); BB’
Poj=1 j=1
Donc on a bien (A ® B)(A' ® B') = AA’ @ BB’

15. D’apres la question 14. on déduit le calcul suivant si A et B sont deux matrices inversibles :

(AeB) (A 'e@B HY=AA"1'@BB '=1@I=1

Donc: (A@B) '=A"1® B!
Donc en supposant A et B diagonalisable il existe donc P et () inversibles et Dy et Do diagonales

telles que :
A=PDP~!  B=QD,Q!

Ainsi encore par la question 14. on a :

A®B=(PDiP'®@QD:Q™ ") = (P®Q)(D1®Dy)(P ' @Q ")

Donc grace au résultat précédent il vient :

A®B=(P®Q)(D;®Dy)(P2Q)™*

On remarque que D1 ® D5 est diagonale et les coefficients de cette matrice sont les A avec A € Sp(A)
et 1 € Sp(B).
Donc A ® B est diagonalisable et

Sp(A® B) = {Au |A € Sp(A) et u € Sp(B)}
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16. On construit tranquillement la matrice I3 ® Jg(l) avec J?EI) en utilisant la définition du produit de
Kronecker il vient alors :

IZ3® Jél) =

S OO O OO+~ EE O
SO OO OO O
S OO OO OO Rk
S OOoO R, OOOO
S OO, O OOoOOo
OO OO~ O OO
_— -0 O O O O oo
— O, OO0 o oo
O R P OOOOoO oo

Et de méme :

Jél) ® I3 =

SO Hr OO+ O oo
O R OO, OO OO
_ OO, OO o oo
SO HrH OO oo o
O HrH OO OO oo
_ o OO O ok OO
SO OO O RO O
[N elelNell =Nl i)
=Nelell ool =N

Donc on obtient en additionnant les deux matrices ci-dessus la matrice d’adjacence du graphe
proposé (le tore bidimentionnel discret & 9 sommets).

17. Notons que déja que J ](\? ) est inversible car symétrique réelle. Posons k et j dans [1;n]

Soit uy, et u; deux vecteurs propres de de J}LI) (on sait également que c’est une matrice diagonali-
sable pour les mémes raisons) associés respectivement aux valeurs propres A et \;.

En utilisant la question 14. on a d’une part que :
(I, @ T (ug @ uy) = up @ (Ajuy) = Aj(u, @ uj)  (par bilinéarité de ®)

D’autre part :

(Jr(Ll) ® In)(ur @ uj) = (Agur) ® (uj) = Mg (ur ® u;)  (par bilinéarité de ®)
Donc en sommant on obtient que :
I (e @ ug) = () + M) (uk @ ug)

7

Ainsi les \j + A, sont bien les valeurs propres de Jy

Partie B : Etude de la convergence de la magnétisation

Partie 1 : Magnétisation spontanée

18. Les sommes étant finies, il n’y a pas de probléeme de dérivabilité par rapport a la variable h ou

d’inversion de symbole ¥ et o en particulier ¢ est dérivable sur R;..

De plus on a :
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Par suite il vient :

%(Zn(h)) 8h( Z o Hn hy)) _ Z %(G—Hn(h;y)) _ Z <zn:yi>e—Hn(h;y)

yEA, yEA, yeA, \i=1

Finalement on obtient la formule suivante pour tout h € R :

Z,(h)= > (Zyz> n(R)P(Xp1 = y15- .5 Xnp = Yn)

YyEAn

Ainsi on a alors pour tout h € Ry :

wl(h)_igiEZ§ = Z < Z%) n1:y1§~--;Xn,n:yn)

yEAn

Donc par théoreme de transfert on reconnait que pour tout h € Ry :

Partie 2 : Le modele d’Ising

19. On suppose ici que J,, = JS) donc il vient que pour tout h € Ry

H,(h; Z J z]x,x]—thl

1<z,]<n =1

Or d’aprés la matrice d’interaction du modele d’Ising en dimension 1 comme chaque interaction
entre plus proche voisin est comptée deux fois dans la double somme on a :

Z J zymzx]—QZxej
1<i;5<n i~j

Donc avec la convention x,1 = 21 on a bien :

Z J (4 )xiz; = Qszsz

1<3;5<n i=1
Donc pour tout h € Ry :

— Z e*Hn(h;I) _ Z eﬁz?:l $i$i+l+h2?:1 T Z 62?:1(5ximi+l+h$i)

€A, TEA, TEA,

Ainsi pour tout h € R :

h) = Z ﬁe(ﬁxixi+1+hxi)

x€EN, 1=1

20. Le résultat est immédiat en itérant la formule d’un produit matriciel.
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21. Remarquons que la matrice A encode les différentes configurations possibles des spins de z; et
Zi+1- Mettons dans la premiere ligne la configuration z; = 1, sur la deuxiéme ligne x; = —1 puis la
premiere colonne z;+1 = —1 et enfin la deuxiéme colonne z; 41 = 1, avec A(z;; xi41) = e(ﬁxm*lJ“h‘“),

on obtient bien :
B—h  ,—f—h
a- (¢ e
(e—ﬁ+h ePth >

On a par définition :

Or d’apres la question 20, on a :

agi = Z ai7k2 te ai7kn
(k2. kin)€{1;2}7 1

Ou encore en sommant sur les configurations de spins et non les positions des coefficients de la
matrice A on obtient :

tr(A") = Z Z A(z1y22) ... Alxp;x1) = Z A(z1;22) ... Alxn; 1) = Zy(h)
z1€{-1;1} (z2,...,xn)E{—-1;1}n "1 €Ay,

22. On a en calculant directement ’expression du polyndéme caractéristique de A, comme c’est une
matrice 2 X 2 :

xA(X) = X% — tr(A)X + det(A)

Donc on obtient que :

_ tr(A) £ /(Er(A))2 — Adet(4)

A
2

Or:
tr(A) = e’(e™" + ") = 2¢” cosh (h)

Et:
det(A) = e?¥ — e72% = 2sinh (25)

On en déduit alors que A1 et Ay sont les valeurs propres de A avec :

A1 = e’ cosh (h) — \/eQB(cosh (h))2 — 2sinh(20)

Ao = €7 cosh (h) + /€28 (cosh (h))? — 2sinh(25)

23. Soit h € Ry, on a d’apres les questions précédentes que :

Ynlh) =~ In (Zy(h)) =  In(tx(4™))
n n
Notons que A est inversible d’aprés nos calculs précédents et par récurrence immédiate, A" est
semblable & une matrice diagonale avec AT et Ay sur sa diagonale. Donc par invariance par similitude
de la trace on a :
tr(A™) = AT + Ay
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Ainsi :
1 1 1 1 n AL
L(h) = = In(tr(A™) = = In(A\" + 2\2) = = In(0\2) + —In (22 +1) = In(\ In (2L +1
Un(h) = S In(tr(A") = DI+ 8) = - () + Cn (F 1) = In(ha) 1 (5 + 1)
Or: . ) "
2L, 0 done —ln(—l—kl) — 0
)\3 n—-+o0o n g n—-+o0o

Finalement on a bien :

n(h) —> In (e cosh (h) +y/e*¥(cosh (h))? — 2sinh(25))

n—-+0o0o

24. D’apres la question précédente on a donc pour tout h € Ry :

P(h) =1In (e’B cosh (h) + 1/e2P(cosh (h))? — 2sinh(2,8))

Comme on a pour tout h € Ry :
cosh(h) >1 et sinh(28) < alors e’ (cosh (h))? — 2sinh(28) > 0

On vérifie ensuite facilement que ¢ est C' sur R donc en particulier sur R% donc m = Y’ De plus,
on remarque que 1 est paire sur R donc ¢'(0) = 0 et par suite : my =0

Partie 3 : Le modéle de Curie-Weiss

25. D’apres la matrice d’interaction du modele de Curie-Weiss on a :

—H,(h;x) :g Z xzxj thZ

1<i5<n
i#]

n 1
PR S zxg]:[w)z_n] car z; € {151}
1§z;,£3§n 1<4;5<n =1 n

i#]

Ainsi en remplacant on a bien :

_ Y ) — 3 exp(%[sn(@? ] + hsa(x))

CEGAn IEEAn

On obtient bien le résultat en factorisant.

26. Par parité de l'intégrande, cela revient a montrer que / exp(T)d:c converge et par continuité
0

de l'intégrande cela revient a montrer que / exp(T)dm. Il suffit maintenant de remarquer
1
que :

2
—x
z?exp(——) — 0 (par croissance comparée)
2 T—4-00
Donc :
2 1
exp(—-) =+1o0 o 5)
+00 +oo —x

Et on sait que I'intégrale de Riemann / —5dx est convergente d’ou la convergence de / eXp(T

1 X —0o0
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27. On remarque que montrer le résultat revient a démontrer 1’égalité suivante :

/_+Ooexpl<\/ta2\/au) ]dt: Vora

Or cette derniére égalité est triviale en utilisant le résultat de la question précédente et le change-

t
ment de variable affine suivant : x = 7 —Vau
a

28. On a donc en appliquant le résultat ci-dessus que :

5 /+°° z)t— ”;
B dt
eXp(Q V2B
-8 n Feo sn(z t+h)—ﬁ
h)zeQZ\/i/ e (@) 25 dt
€A, 2mf J—oo

Toutes les quantités ici étant positives on peut d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli inverser la
somme et I'intégrale et on obtient alors directement le résultat voulu en factorisant la somme.

Donc il vient :

29. On a que :
3 ﬁ N S DI S RGBS e
€A, =1 z16{-1;1} zoe{-1;1} zn€{—1;1}
_ Z e(t+h)m1 Z e(t+h)x2 . Z e(t+h);tn
z1e{-1;1} zoe{—1;1} rne{-1;1}
_ n ( Z e(t+h)xi>
=1 \z;e{-1;1}
=11 (e_(t+h) + e(t+h)) I (2cosh(t + n))
i=1 =1
Donc :

S] etz — (2 cosh(t + h))"

€A, =1
30. D’une part on a :
n
H e(t-l—h)aci — e(t—‘rh)sn(a:)
i=1

Donc d’apres le résultat précédent il vient :

:1,2657]'6/_00 <2COSh(t+h)) e 28 dt

Donc en posant le changement de variable x = ¢ + h puis en écrivant :
(2cosh(z))" = exp (nln(2 COSh(l‘)))

On en déduit ensuite le résultat.
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31.

32.

33.

On a que G}, est C? sur R, et pour tout z € Ry on a :

Gy (z) = (z ; h_ tanh(x)

B 1 4 1 1
G// - - - - =
W e T con)?
Par continuité de G), sur Ry comme G,(0) < 0et lim G},(z) = +o00 on en déduit par le théoréme
h h r—+00 h

. s 1. . . . . . /
des valeurs intermédiaires qu’il existe au moins une valeur d’annulation de G, donc un extremum
: " . . ..
local. Comme cosh > 1, si # < 1 on a que G} > 0 donc G}, est strictement convexe et ainsi il ne
peut y avoir qu’un unique minimum.

Si B > 1 alors G}, < 0 sur [0; arccosh(1/)] et G} > 0 sur [arccosh(4/83); +oo[. De plus comme
G,(0) < 0 et lir+n G (z) = +o00, G), n’admet qu'un point d’annulation que sur lintervalle
T—>+00

[arccosh(4/ ) ; +ool, intervalle sur lequel G}, est également convexe donc cet extremum est unique
et est un minimum.

Si 3 < 1eth=0alors G},(0) = 0 puisque tanh(0) = 0 et par unicité de I'extremum acquise
au paragraphe précédent on conclut que up = 0.

Si 8> 1 on a vu que up > arccosh(1/8) > 0 donc uy, > 0.
De plus uy, étant un mimimum local il est évident que G}, (up,) = 0.

De plus on a :

h
Gl(z) = % ~ tanh(z) = G () + 5
Donc en appliquant cette relation a x = uy on obtient :
h
G/ Up) = —
0( ) ,8

On en déduit immédiatement le résultat.

On a vu précédement qu’au voisinage de up, G est convexe d’ou le résultat.

On vérifie facilement que ll)rin Gp(x) = +00, de plus elle admet un minimum d’apres la question
x o0

précédente et un minimum global par continuité. De plus on vérifie facilement que GJ, ne s’annule
qu’une fois sur R, en uy donc uy, est bien le minimiseur global de Gy,

Par définition de ,, on a :

Un(h) = ~In (Za(h))

n teo —nGp(x)
ln< 2eﬂ7r/6/;oo (S} h d.f[])

_ zi(ln(n) —In(2e’78)) + %ln </ N

n —00

Sl 3

e_nGh(x)dl')

De plus on a que :

@h(x) = Gp(z + up) — Gp(up) <= Gp(z) = éh(x —up) + Gp(up)
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34.

35.

36.

Ainsi en remplacant on a :

/+oo e—nG’h(x)dx _ /+oo e—n(ah(f—uh)+Gh(uh))d$

—00 —00

+o00 ~
— o~ nGn(un) / e~ Gh(z—un) 4,
—0oQ

1 +oo 1 400 ~
~In (/ e_”Gh(x)da:> = —Gp(up) + —1In (/ e_”Gh(m_“h)dx>
n —00 n —0o0

Reste a poser le changement de variable affine suivant :

Donc :

r — Up =

Sl

1
Ce qui ammene dz = —dt et donc :

v
/+oo e—nah(:c—uh)dx _ L /+OO efnah(ﬁ)dt
—o0o \/ﬁ —o0

1 (1 [t s -1 1 Yoo _ & s
“In (/ ¢ Gh(ﬁ)dt) — —In(n)+—In </ e Gh(ﬁ)dt)

Ainsi on en déduit ’égalité voulue.

Et :

On a que G}, est C? donc en utilisant un développement de Taylor au voisinage de u; on a pour
x > 0 assez petit :

G// u N G/l U
G + ) = Ga(un) + Ghlun)e + T 12 1 o02) s Gy(a) = h; Mo 4 o(a?)
Ainsi il vient que :
Gh(z) 1" Th
e a—) nltn) = 2
Ainsi fj est bien prolongeable par continuité en posant f;,(0) = 2
On a que fj est strictement positive sur R, car G, 'est par construction et car fr(0) = % =
G (un)

5 > 0. Remarquons donc également que f, est continue sur R donc elle est bornée et atteint

ses bornes sur tout compact de la forme [—M; M], de plus on prouve facilement que grirl fn(z) =
xX o0

400 car ll}gl Gp(x) = +00, donc il existe bien un minimum global & f; qui est strictement positif.
x o0

On a en effectuant un changement de variable :

+o0 P~ +00 -~
/ e—nGh(ﬁ)dt: \/,ﬁ/ e—nGh(x)d$

—0o0 —0o0

On a que —G), atteint son maximum sur R en uy et que —@Z(uh) < 0 donc par la méthode de

Laplace on déduit :
vn / T emnGite) g 2
—00 n—>+oo TLG” Uh
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Donc :
+o0
[y [

—00 n——+0oo Yh

Or on avait :

1 1 +o00 G (L
Un(h) = —Gnlun) — o~ In(2e"73) + ~In (/ e Gh(ﬂ)dt>

— 00

1 1
Puisque o et — tendent vers 0 en +o0o par passage a la limite on conclut que :
n n

Yn(h) — —Gp(up)

n—-+00

37. On a déja montré que G, était strictement croissance sur [0;+o0[ (ou [arccosh(y/f); +oo[, avec
uyp, sur cet intervalle). De plus Gj, est continue donc dans les deux cas elle réalise une bjection de
[up; +0o[ dans R car on avait lim G{(z) = 400

r—+00

De plus en réutilisant la relation suivante :

h

G6(Uh) = B

On obtient : "
un = Gy ()

o - h . -
Ainsi comme GO1 et h — — sont continues sur Rpet dérivables sur R, on a que h +— wuy, est

continue sur R et dérivable sur R’ .

38. 1) est dérivable comme composée de fonctions dérivables et on a :

Or
8Gh( ) o _x —h
an " 3
Pone 0 e (h) — h
Vi) = _Zh _ulh)—n
Sr ) = =St ) = 2L
Ainsi : 0,
VheR: m(h) = U()ﬁ_
39. D’apres les notations du sujet, on a :
_ % 7
my = 5 avec ug = }Lli}T%] u(h)

Comme u(h) est le minimum globale de G}, en considérant sa dérivée on a alors que :

G (u(h)) =0 <= u(h) = h + Btanh(u(h))

Donc les fonctions étant continues en passant a la limite lorsque A tend vers 0 on obtient :

up = S tanh(ug)

Or léquation x = Stanh(z) admet une unique solution z = 0 si f < 1 et une unique solution
strictement positive si § > 1, on a donc bien démontré le résultat.
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Partie 4 : Convergence en loi pour la loi de Curie-Weiss au point critique
40. f est bornée donc il existe C' > 0 tel que :

VeeR |f(zx)|<C

Donc par inégalité triangulaire :

+oo t 1 exp —t +oo exp(iz)
E, | < / ] S R G P ) g < 0 (dapres q.26
Engl < | | <f<n31 )) Ner | O =0 (dapies 4.26)

On a donc bien 'existence de E, r

41. Supposons f K-lipschitzienne et bornée alors pour tout ¢ on a :

t t
(e ntan) - (ot < L4
n4 n4
X . . 20 exp( )
Donc en passant a I'espérance et puisque ————="dt=1ona:
—0o0 vV 2w
1 K [t 2 K 2
_ 7 < — -5 df = - %
sl < 5 [t K2
Donc d’apres les hyptheses de I’énoncé
1 +oo
E(f(niM)) =2 [ e
1 1 . . . o
42. Sur | — oo;z] sur |z;x + —] et sur Jz + —; +oo[ la fonction fi est clairement k-lipschitzienne car

constante ou de pente égale a —k. De plus si u et v sont pris dans des intervalles sur lesquels
I’expression de fi reste a vérifier que 'on a :

[fe(u) = fr(v)| < Klu — v

Faisons par exemple I'un des trois cas a tester (les autres n’étant pas plus difficiles) : v < z et

v €]+ —]ona:

7]
’ [f(u) = f(v)] = [k(v = 2)| = kv — 2| < klv—u
43. Remarquons que :
lu<e < fi(u) < 1u§z+%
Donc appliquant & u = niMn et en composant par ’espérance on a :

P(niM, < z) < E(fu(niM,)) < P(niM, <z + %)

De plus d’apres les questions précédentes on a comme fj, k-lipschitzienne, continue et bornée il
vient :

1 1 +oo o+
PniM, <2) SE(finiM) o [ fwen(dus [ pn(wda

n——+oo —co

o] ’ A /7 6
Or pour n assez grand comme on a la convergence du milieu ’écart peut étre controlé par 3 d’ou

le résultat en fixant un €.
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44. Par continuité de ¢, on a pour k assez grand :

m+% T e
/ Yoo(u)du < / Yoo(u)du + =
—co —o0 2

Donc finalement pour n assez grand et k assez grand :

P(n%Mn <z)< / Yoo (u)du + g + % = / Yoo(u)du + &

En raisonnant comme a la question précédente on montre également que :

=

P(ni M, < z) > / " o (w)du g

Donc il vient pour n assez grand :
X 1 x
/ Yoo(u)du —e <P(niM, <x) < / Yoo(u)du + €
—00 —00

Cela démontre bien la convergence en loi.

KKk

FIN DU SUJET
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