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Raisonnement et
vocabulaire ensembliste

Maths Sup - Concours scientifiques

Dans toute la suite, E désigne un ensemble.

1 Rudiments de logique

Définition : Une proposition (ou assertion) est un énoncé mathématique qui est soit vrai (V), soit faux (F).

Définition : Soit Ppxq, une proposition dépendant d’un paramètre x P E. On appelle quantificateur universel, noté @
– lire « pour tout » ou « quel que soit » –, le symbole permettant de signifier que la propriété Ppxq est vraie pour tout
x P E. On écrit

@x P E,Ppxq.

Définition : Soit Ppxq, une proposition dépendant d’un paramètre x P E. On appelle quantificateur existentiel, noté
D – lire « il existe » –, le symbole permettant de signifier qu’il existe un x P E tel que la propriété Ppxq soit vraie. On
écrit

Dx P E,Ppxq.

Lorsque l’élément x P E est unique, on peut le signaler en écrivant « D!x P E ».

Définition : Soit P, une proposition. La négation de cette proposition notée␣P est la proposition qui est vraie lorsque
P est fausse, fausse lorsque P est vraie. La table de vérité est

P ␣P
V F
F V
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Définition : Soit P,Q, deux propositions. La conjonction de P et Q notée P et Q ou P^Q est la proposition qui est
vraie lorsque P et Q sont vraies, fausse sinon. La table de vérité est

P Q P et Q
V V V
V F F
F V F
F F F

Définition : Soit P,Q, deux propositions. La disjonction de P et Q notée P ou Q ou P_Q est la proposition qui est
fausse lorsque P et Q sont fausses, vraie sinon. La table de vérité est

P Q P ou Q
V V V
V F V
F V V
F F F

Définition : Soit P,Q, deux propositions. L’implication de P entraîne Q notée Pùñ Q est la proposition p␣Pq ou Q.
La proposition Pùñ Q se lit « P implique Q », ou « si P, alors Q ». La table de vérité est

P Q Pùñ Q
V V V
V F F
F V V
F F V

Définition : Soit P,Q, deux propositions. L’équivalence entre P et Q notée Pðñ Q est la proposition pPùñ Qq et pQ ùñ Pq.
La proposition Pðñ Q se lit « P est équivalente à Q », ou « P si, et seulement si Q ». La table de vérité est

P Q Pðñ Q
V V V
V F F
F V F
F F V

Définition : Soit P,Q, deux propositions. La contraposée de l’implication Pùñ Q est la proposition ␣Q ùñ␣P.

Attention : Les symboles @,D,ùñ,ðñ,␣ sont des symboles mathématiques, et non pas des abréviations.

Règles de calculs

Proposition : Soit P,Q,R, trois propositions.

• P ou Qðñ Q ou P.

• pP ou Qq ou Rðñ P ou pQ ou Rq.

• P et Qðñ Q et P.

• pP et Qq et Rðñ P et pQ et Rq.

• P et pQ ou Rq ðñ pP et Qq ou pP et Rq.

• P ou pQ et Rq ðñ pP ou Qq et pP ou Rq.

• ␣p␣Pq ðñ P.

• ␣pP et Qq “ p␣Pq ou p␣Qq.

• ␣pP ou Qq ðñ p␣Pq et p␣Qq.

• ␣pPùñ Qq ðñ P et p␣Qq.
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Proposition : Soit Ppxq, une proposition. Alors

␣p@x P E,Ppxqq ðñ Dx P E,␣Ppxq

et
␣pDx P E,Ppxqq ðñ @x P E,␣Ppxq.

Théorème (Disjonction de cas). Soit P,Q, deux propositions. Alors

pQ ùñ Pq et p␣Q ùñ Pq ùñ P.

Proposition (Contraposition) : Soit P,Q, deux propositions. On a

pPùñ Qq ðñ pp␣Qq ùñ␣Pq.

Théorème (Absurde) : Soit P,Q, deux propositions. Alors

pp␣Pq ùñ Qq et pp␣Pq ùñ p␣Qqq ùñ P.

Définition : Soit P, une proposition. Q est dite condition nécessaire de P si Pùñ Q.

Définition : Soit P, une proposition. Q est dite condition suffisante de P si Q ùñ P.

Définition : Soit P, une proposition. Q est donc une condition nécessaire et suffisante de P (abrégée CNS) lorsque
Qðñ P.

Remarque : La méthode de l’analyse-synthèse consiste en fait à trouver une condition nécessaire, puis se rendre
compte qu’elle est suffisante.

Théorème (admis) : Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Théorème (Récurrence) : Soit n0 PN. Soit E, une partie de N telle que

• E contient n0.

• pour tout ně n0, si E contient n, alors E contient n` 1.

Alors E contient tous les entiers n PN supérieurs à n0.

Théorème (Principe de récurrence simple) : Soit n0 PN et Ppnq, une proposition dépendant d’un paramètre n PN.
Si

• Ppn0q (la propriété est initialisée)

• @ně n0,pPpnq ùñ Ppn` 1qq (la propriété est héréditaire)

alors @ně n0, Ppnq.

Théorème (Principe de récurrence double) : Soit n0 PN et Ppnq, une proposition dépendant d’un paramètre n PN.
Si

• Ppn0q et Ppn0` 1q (la propriété est initialisée)

• @ně n0,ppPpnq et Ppn` 1qq ùñ Ppn` 2qq (la propriété est héréditaire)

alors @ně n0, Ppnq.

Théorème (Principe de récurrence forte) : Soit n0 PN et Ppnq, une proposition dépendant d’un paramètre n PN. Si

• Ppn0q (la propriété est initialisée)

• @ně n0,pp@k P rrn0,nss,Ppkqq ùñ Ppn` 1qq (la propriété est héréditaire)

alors @ně n0, Ppnq.
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2 Ensembles

Définition : Un ensemble est une collection d’éléments.

Définition : Soit E, un ensemble. L’ensemble contenant exactement x1,x2, ¨ ¨ ¨ ,xn est noté tx1,x2, ¨ ¨ ¨ ,xnu. On dit que
cet ensemble est défini par description (on donne tous les éléments de l’ensemble).

Définition : Soit E, un ensemble et Ppxq, une proposition dépendant de x P E. L’ensemble des éléments x P E tels que
Ppxq est noté tx P E : Ppxqu. On dit que cet ensemble est défini par compréhension.

Définition : Si x est dans l’ensemble E, on dit que x appartient à E et on note x P E. Dans le cas contraire, on le note
x R E.

Définition : L’ensemble vide, notéH est l’ensemble qui ne contient aucun élément.

Définition : Soit E,F, deux ensembles. On dit que E est inclus dans F noté EĂ F lorsque

@x P E,x P F.

On dit alors que F est une partie ou sous-ensemble de E.

Définition : Soit E, un ensemble. On note P pEq l’ensemble des parties de E.

Définition : Soit E un ensemble, et A,B, deux parties de E. On appelle

• réunion de A et B, l’ensemble tx P E : x P A ou x P Bu noté AYB.

• intersection de A et B, l’ensemble tx P E : x P A et x P Bu noté AXB.

• la différence de A et B l’ensemble tx P E : x P A et x R Bu, noté AzB.

• le complémentaire de A dans E, l’ensemble tx P E : x R Au, noté EzA,A,AAE ou AC.

Définition : Soit I, un ensemble. On se donne pour tout i P I, un ensemble Ai . On appelle union des pAiqiPI notée
ď

iPI

Ai , l’ensemble constitué de tous les éléments qui appartiennent à au moins un Ai .

˜

x P
ď

iPI

Ai

¸

ðñ pDi P I, x P Aiq

Définition : Soit I, un ensemble. On se donne pour tout i P I, un ensemble Ai . On appelle intersection des pAiqiPI

notée
č

iPI

Ai , l’ensemble constitué de tous les éléments qui appartiennent à tous les Ai .

˜

x P
č

iPI

Ai

¸

ðñ p@i P I, x P Aiq

Définition : Soit E,F deux ensembles. On définit le produit cartésien de E par F comme étant l’ensemble tpx,yq : x P E, y P Fu
noté Eˆ F.

Définition : Soit n PN et A0, ¨ ¨ ¨ ,An des ensembles. On appelle produit cartésiens des A0, ¨ ¨ ¨ ,An, l’ensemble définit
par

tpx0, ¨ ¨ ¨ ,xnq : @i P rr0,nss,xi P Aiu,

noté A0ˆA1ˆ ¨¨ ¨ˆAn ou encore
n

ź

i“0

Ai .
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Proposition : Pour tout ensemble A :

• AYH“ A

• AXH“H

• AˆH“H

• Soit Ppxq une proposition. Alors il existe x PH, Ppxq est toujours faux.
En particulier, ␣pDx PH, ␣Ppxqq est vraie, ie @x PH, Ppxq.

Proposition : Soit E un ensemble.
Soient A, B, C des sous-ensembles de E. Alors :

AYB“ BYA AXB“ BXA
pAYBqYC“ AYpBYCq pAXBqXC“ AXpBXCq
pAYBqXC“ pAXCqY pBXCq pAXBqYC“ pAYCqX pBYCq
EzpAYBq “ pEzAqX pEzBq EzpAXBq “ pEzAqY pEzBq
AY E“ E AX E“ A
EzpEzAq “ A pEzAqYA“ E
pEzAqXA“H

Proposition : Soit E un ensemble. Soit I un ensemble. @i P I, on se donne Ai , un sous-ensemble de E. Alors :

• Ez

˜

ď

iPI

Ai

¸

“
č

iPI

pEzAiq

• Ez

˜

č

iPI

Ai

¸

“
ď

iPI

pEzAiq

•

˜

ď

iPI

Ai

¸

XB“
ď

iPI

pAi XBq

•

˜

č

iPI

Ai

¸

YB“
č

iPI

pAi YBq

Définition : Soit A,B, deux ensembles. Si AX B“H, on dit que A et B sont disjoints. On introduit la notation A\ B
désignant AYB et donnant l’information que l’union est disjointe.

Définition : Soit E, un ensemble. On dit que pAiqiPI forment un recouvrement de E si les ensembles pAiqiPI vérifie
ď

iPI

Ai “ E.

Il est dit disjoint si @i, j P I, i ‰ j ùñ Ai XAj “H.

Définition : Soit E, un ensemble. on dit que pAiqiPI forment une partition de E si les pAiqiPI forment un recouvrement
disjoint de E, et que tous les Ai sont non nuls pour i P I.

3 Applications

Rappel : conformément au programme, on ne distingue pas les notions de fonctions et d’applications.

Dans toute la suite, E,F,G désigne des ensembles.

Définition : Un graphe de E vers F est une partie de Eˆ F.

Définition : Une fonction est un triplet f “ pE,F,Γ q où Γ est un graphe de E vers F telle que

@x P E,D!y P E,px,yq P Γ .

On dit aussi que f est une application de E vers F. Le réel y est alors noté f pxq.

Définition : Soit f “ pE,F,Γ q, une fonction.
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• E est appelé ensemble de départ de f .

• F est appelé ensemble d’arrivée de f .

• Pour x P E, l’élément f pxq est appelé image de x par f .

• Pour y P F, un élément x tel que f pxq “ y est appelé antécédent de y par f .

• L’ensemble tf pxq : x P Eu est appelé l’ensemble image de f .

On note alors la fonction f comme suit :
f : E Ñ F

x ÞÑ f pxq.

Cela se lit : « f est la fonction qui à x dans E associe f pxq dans F ».

Définition : L’application IdE : x P E ÞÑ x P E est une fonction, appelée identité de E.

Définition : L’ensemble des fonctions de E dans F est noté F pE,Fq, ou encore FE.

Définition : Soit A, un sous-ensemble de E. On définit l’indicatrice de A, la fonction qui x P E associe 1 si x P A, 0
sinon. On la note 1A.

Définition : Soit f P FE. Soit A, une partie de E, et E1, un ensemble contenant E. La fonction f : x P E1 ÞÑ f pxq P F est
appelée prolongement de f sur E1. La fonction f : x P A ÞÑ f pxq P F est appelée restriction de f à A, et est noté f|A.

Définition : Soit f P FE. Soit A, une partie de E, B une partie de F. On définit l’image directe de A par f l’ensemble
tf pxq : x P Au, noté f pAq. On définit l’image réciproque de B par f l’ensemble tx P E : f pxq P Bu, noté f ´1pBq.

Définition : Soit f P F pE,Fq, et g P F pF,Gq. On définit g ˝ f P F pE,Gq l’application composée de g et f définie par
g ˝ f : x P E ÞÑ gpf pxqq P G. On lit souvent « g rond f ».

Définition : Soit f P F pE,Fq. f est dite injective lorsque @x,y P E, f pxq “ f pxq ùñ x “ y.

Définition : Soit f P F pE,Fq. f est dite surjective lorsque @y P F,Dx P E, f pxq “ y.

Définition : Soit f P F pE,Fq. f est dite bijective lorsque f est injective et surjective.

Proposition : Soit f P F pE,Fq. f est bijective si, et seulement si @y P F,D!x P E, f pxq “ y.

Définition : Soit f P F pE,Fq, bijective. Pour tout y P F, il existe un unique réel x, que l’on note f ´1pyq, tel que
f pxq “ y. On définit alors f ´1 : y P F ÞÑ f ´1pyq P E.

Proposition : Si f est bijective, f ´1 l’est aussi.

Proposition : Si f est bijective de E dans F, alors f ´1 ˝ f “ IdE et f ˝ f ´1 “ IdF.

Proposition : La composée de deux fonctions in-, sur-, bijective est respectivement in-, sur-, bijective.

Proposition : Si f est bijective de E dans F, si B est une partie de F, alors l’image réciproque de B par f coïncident
avec l’image directe de B par f ´1 (les notations sont les mêmes).

Proposition (non explicite au programme) : Soit f P F pE,Fq. Soit AĂ E,BĂ F. On a

• f ´1pf pAqq Ą A, avec égalité si, et seulement si, f est injective.

• f pf ´1pBqq Ă B, avec égalité si, et seulement si, f est surjective.

Proposition (non explicite au programme) : Soit f P F pE,Fq. Soit A1,A2 Ă E. Soit B1,B2 Ă F. Alors :

1) f ´1pB1YB2q “ f ´1pB1qY f ´1pB2q

2) f ´1pB1XB2q “ f ´1pB1qX f ´1pB2q

3) f pA1YA2q “ f pA1qY f pA2q

4) f pA1XA2q Ă f pA1qX f pA2q l’autre inclusion étant fausse en général
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4 Relations

Définition : Une relation binaire R sur E est un sous-ensemble R de Eˆ E. On note pour indiquer que px,yq P R :
xRy.

Définition : Une relation binaire R sur E est dite :

• réflexive lorsque @x P E,xRx,

• transitive lorsque @x,y,z P E,pxRyq et pyRzq ùñ pxRzq,
• symétrique lorsque @x,y P E,pxRyq ùñ pyRxq,
• antisymétrique lorsque @x,y P E,pxRyq et pyRxq ùñ x “ y.

Définition : Une relation d’équivalence sur E est une relation sur E réflexive, transitive, symétrique.

Définition : Soit „, une relation d’équivalence sur E. On appelle classe d’équivalence de x P E, l’ensemble noté Clpxq
ou encore x définit par ty P E : x „ yu.

Définition : Soit „, une relation d’équivalence sur E. Soit C Ă E. On dit que C est une classe d’équivalence lorsque
Dx P C,@y P E,x „ y ùñ y P C. Un tel x est appelé représentant de la classe d’équivalence de C.

Proposition : Soit „, une relation d’équivalence sur E, et x,y P E. Alors x „ yðñ x “ y.

Proposition : Soit „, une relation d’équivalence sur E. L’ensemble des classes d’équivalences forment une partition
de E.

Exemple : Soit a PR. Soit x,y PR. On dit que x est congrus à y modulo a, et on note x ” yras lorsqu’il existe un entier
k PZ tel que x “ y` ka. Alors ” est une relation d’équivalence sur R.

Définition : Une relation d’ordre sur E est une relation sur E réflexive, transitive, antisymétrique.

Définition : Une relation d’ordre R sur E est totale lorsque @x,y P E,xRy ou yRx. Dans le cas contraire, elle est dire
partielle.



Compléments de calcul
algébrique et de
trigonométrie

Maths Sup - Concours scientifiques

1 Sommes et produits

Dans cette section, I est un ensemble fini d’indices, et paiqiPI, une famille de réels. Définition : On définit la somme

de tous les réels paiqiPI par
ÿ

iPI

ai . Si I “ rr1,nss, on note
n
ÿ

i“1

ai . Par convention, si I “ H, la somme est nulle.

Définition : On définit le produit de tous les réels paiqiPI par
ź

iPI

ai . Si I “ rr1,nss, on note
n
ź

i“1

ai . Par convention, si

I “ H, le produit vaut 1.

Définition : Soit n P N. On appelle factorielle de n, ou factorielle n, la quantité
n
ź

i“1

i, notée n!. On a donc 0! “ 1. (On

dit parfois n factorielle).

Proposition : Soit λ P R et paiqiPI,pbiqiPI, deux familles de réels. Alors
ÿ

iPI

pλai ` biq “ λ
ÿ

iPI

ai `
ÿ

iPI

bi .

Définition : On appelle somme (resp. produit) télescopique, une somme de différences de deux termes consécutifs
(resp. quotients de deux termes consécutifs).
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Proposition : Soit a0, ¨ ¨ ¨ , an, des réels.
n´1
ÿ

k“0

ak`1 ´ ak “ an ´ a0.

Proposition : Soit a0, ¨ ¨ ¨ , an, des réels non nuls.

n´1
ź

k“0

ak`1

ak
“

an
a0

.

Proposition : Soit I, J, deux ensembles d’indices. Soit f , une bijection de J dans I. Alors
ÿ

jPJ

af pjq “
ÿ

iPI

ai .

Proposition : On a
n
ÿ

k“0

k “
npn` 1q

2
;

n
ÿ

k“0

k2 “
npn` 1qp2n` 1q

6
;

n
ÿ

k“0

k3 “

ˆ

npn` 1q

2

˙2

.

Proposition : Soit n ě 2. On a

an ´ bn “ pa´ bq

n´1
ÿ

k“0

akbn´1´k .

Proposition : Soit λ P R et pbiqiPI, une famille de réels. Alors

ź

iPI

paλi biq “

˜

ź

iPI

ai

¸λ
ź

iPI

bi .

Proposition : Soit a0, ¨ ¨ ¨ , an,b0, ¨ ¨ ¨ ,bm, des réels non nuls.

n
ÿ

k“0

m
ÿ

l“0

akbl “

m
ÿ

l“0

n
ÿ

k“0

akbl “

˜

n
ÿ

k“0

ak

¸˜

m
ÿ

l“0

bl

¸

.

Proposition : Soit paijqi,jPN, des réels non nuls.

n
ÿ

i“0

n
ÿ

j“i

aij “
ÿ

0ďiďjďn

aij “

n
ÿ

j“0

j
ÿ

i“0

aij .

Définition : un coefficient binomial est une quantité s’écrivant
`n
k

˘

:“
n!

k!pn´ kq!
– lue k parmi n – avec n P N et

k P rr0,nss. Par convention, lorsque k ą n ou k ă 0, le coefficient binomial est nul.

Proposition : Soit n P N, et k P rr0,nss. On a

•
`n
k

˘

P N.

•
`n
k

˘

“
` n
n´k

˘

.

•
`n
k

˘

`
` n
k`1

˘

“
`n`1
k`1

˘

(dite Relation de Pascal).

Proposition (Formule du binôme) : Soit n P N. On a

pa` bqn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n
k

˙

akbn´k .
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2 Systèmes linéaires

Définition : Un système linéaire de deux équations à deux inconnues est un système de la forme
"

ax` by “ e
cx` dy “ f

où x,y sont les inconnus, et a,b,c,d,e, f ,g sont des réels ou complexes.

Interprétation géométrique dans le cas réel. Supposons que pa,bq ‰ p0,0q,pc,dq ‰ p0,0q. L’équation ax ` by “ e est
l’équation d’une droite, l’équation cx ` dy “ f aussi. Chercher les solutions au système revient donc à regarder les
points d’intersections de ces droites. Il y a trois cas :

1) Les droites sont sécantes et il y a un seul point d’intersection, donc une seule solution.
2) Les droites sont parallèles et confondues. Il y a une infinité de solutions : tous les points d’une des deux droites.
3) Les droites sont parallèles et non confondues. Il n’y a pas de solution.

Définition (Opérations élémentaires) : Soit pSq, un système linéaire. On appelle opération élémentaire, l’une des trois
opérations suivantes :

1) Transvection : Soit λ P Czt0u. Soit i, j, deux indices de deux lignes différentes du système. On réalise une
transvection lorsqu’on ajoute à la ligne i λ fois la ligne j. On le note Li Ð Li `λLj .

2) Dilatation : Soit λ P Czt0u. Soit i, indice d’une ligne. On réalise une dilatation lorsque on multiplie une ligne
par λ. On le note Li Ð λLi .

3) Echange : Soit i, j, deux indices de deux lignes différentes. On réalise un échange lorsqu’on échange les lignes i
et j. On le note Li Ø Lj .

Propostion : Les solutions d’un système linéaire ne changent pas lorsqu’on effectue une opération élémentaire sur le
système.

Algorithme du Pivot de Gauss. On se donne un système linéaire à n équations, p inconnues :

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

a11x1 ` a12x2 ` ¨¨ ¨ ` a1pxp “ b1
a21x1 ` a22x2 ` ¨¨ ¨ ` a2pxp “ b2

...
...

...
...

...
...

...
...

an1x1 ` an2x2 ` ¨¨ ¨ ` anpxp “ bn

On procède comme suit :

• Si tous les coefficients devant x1 sont nuls, x1 n’intervient pas dans le système, et on a un système à n équations,
p´ 1 inconnues. On rapplique alors la méthode du pivot de Gauss.

• Sinon, on prend un coefficient non nul, disons en ligne i. On échange les lignes 1 et i via L1 Ø Li .

• Sur chaque ligne autre que la première, on réalise Li Ð Li `
´ai1
a11

L1. On obtient alors, en ne regardant pas la

première ligne, un système à n´ 1 équations pour p´ 1 inconnues. On applique la méthode du pivot de Gauss
sur ce système.

Le résultat est un système triangulaire (c’est-à-dire les coefficients aij sont nuls dès que i ą j).
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3 Trigonométrie

Cette section est un formulaire de trigonométrie.

x 0 π{6 π{4 π{3 π{2 EF EA Dérivée
cos 1

?
3{2

?
2{2 1{2 0 R s ´ 1,1r ´sin

sin 0 1{2
?

2{2
?

3{2 1 R s ´ 1,1r cos
tan 0

?
3{3 1

?
3 H Rz

␣

π
2 ` kπ, k P Z

(

R 1 ` tan2 “ 1
cos2

Propriétés fondamentales :

• cos2 `sin2 “ 1.
• cospRq “ r´1,1s, sinpRq “ r´1,1s.
• cos et sin sont 2π-périodiques.

Formules circulaires : Pour tout x P R :

cosp´xq “ cospxq (fonction paire)
sinp´xq “ ´sinpxq (fonction impaire)

cospπ´ xq “ ´cospxq cos
´

π

2
´ x

¯

“ sinpxq

sinpπ´ xq “ sinpxq sin
´

π

2
´ x

¯

“ cospxq

cospπ` xq “ ´cospxq cos
´

π

2
` x

¯

“ ´sinpxq

sinpπ` xq “ ´sinpxq sin
´

π

2
` x

¯

“ cospxq

Formules d’addition : Pour tout a,b P R :

cospa` bq “ cospaqcospbq ´ sinpaqsinpbq

cospa´ bq “ cospaqcospbq ` sinpaqsinpbq

sinpa` bq “ sinpaqcospbq ` sinpbqcospaq

sinpa´ bq “ sinpaqcospbq ´ sinpbqcospaq

Formules de duplication (dites de Carnot) : Pour tout x P R :

cosp2xq “ 2cos2pxq ´ 1 “ 1 ´ 2sin2pxq “ cos2pxq ´ sin2pxq

sinp2xq “ 2cospxqsinpxq.

cos2pxq “
1 ` cosp2xq

2
; sin2pxq “

1 ´ cosp2xq

2
.

Formules de multiplication : Pour tout a,b P R :

cospaqcospbq “
cospa´ bq ` cospa` bq

2
sinpaqsinpbq “

cospa´ bq ´ cospa` bq

2
cospaqsinpbq “

sinpa´ bq ´ sinpa` bq

2

Dérivée des fonctions cos et sin : On a

@k P N, @x P R, sinpkqpxq “ sin
´

x` k
π

2

¯

et cospkqpxq “ cos
´

x` k
π

2

¯
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Formule de sommes/différences (dites de Simpson) (pas explicitement au programme, à savoir retouver) :

cosppq ` cospqq “ 2cos
´

p`q
2

¯

cos
´

p´q
2

¯

cosppq ´ cospqq “ ´2sin
´

p`q
2

¯

sin
´

p´q
2

¯

sinppq ` sinpqq “ 2sin
´

p`q
2

¯

cos
´

p´q
2

¯

sinppq ´ sinpqq “ 2sin
´

p´q
2

¯

cos
´

p´q
2

¯

Formule de l’arc moitié : Soit t “ tanpθ{2q. Alors

sinpθq “
2t

1 ` t2 , cospθq “
1 ´ t2

1 ` t2

Proposition : @x P R, |sinpxq| ď |x|.

Définition : tan “
sin
cos

.

Proposition : tan est impaire, définie sur Rztπ{2 ` kπ : k P Zu, π´périodique, strictement croissante sur les inter-
valles s ´π{2 ` kπ,π{2 ` kπr pour k fixé, dérivable sur chacun de ces intervalles de dérivée 1 ` tan2.

Formulaire pour tangente :

tanpa` bq “
tanpaq ` tanpbq

1 ´ tanpaq tanpbq
; tanpa´ bq “

tanpaq ´ tanpbq

1 ` tanpaq tanpbq

tanp2θq “
2tanpθq

1 ´ tan2pθq

ˆ

tanpθq “
2t

1 ´ t2 avec t “ tanpθ{2q

˙

tanppq ` tanpqq “
sinpp` qq

cosppqcospqq
; tanppq ´ tanpqq “

sinpp´ qq

cosppqcospqq
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