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Dans toute la suite, E désigne un ensemble.

1 Rudiments de logique

Définition : Une proposition (ou assertion) est un énoncé mathématique qui est soit vrai (V), soit faux (F).

Définition : Soit P(x), une proposition dépendant d’un parameétre x € E. On appelle quantificateur universel, noté vV
— lire « pour tout » ou « quel que soit » —, le symbole permettant de signifier que la propriété P(x) est vraie pour tout
x € E. On écrit

Vx € E,P(x).

Définition : Soit P(x), une proposition dépendant d’un parametre x € E. On appelle quantificateur existentiel, noté
3 - lire « il existe » —, le symbole permettant de signifier qu’il existe un x € E tel que la propriété P(x) soit vraie. On
écrit

Jx € E,P(x).

Lorsque I'élément x € E est unique, on peut le signaler en écrivant « 3!x € E ».

Définition : Soit P, une proposition. La négation de cette proposition notée —P est la proposition qui est vraie lorsque
P est fausse, fausse lorsque P est vraie. La table de vérité est

P|—-P
V| F
F| V
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Définition : Soit P,Q, deux propositions. La conjonction de P et Q notée P et Q ou P A Q est la proposition qui est
vraie lorsque P et Q sont vraies, fausse sinon. La table de vérité est

P|Q|PetQ
VIV \Y
V| F F
F|V F
F|F F

Définition : Soit P,Q, deux propositions. La disjonction de P et Q notée P ou Q ou P v Q est la proposition qui est
fausse lorsque P et Q sont fausses, vraie sinon. La table de vérité est

PouQ

| | <| <)
| <o <|O
o< <| <

Définition : Soit P, Q, deux propositions. U'implication de P entraine Q notée P = Q est la proposition (—P) ou Q.
La proposition P = Q se lit « P implique Q », ou « si P, alors Q ». La table de vérité est

P|Q|P=Q
VIV \Y
V|F F
F|V \Y%
F|F \Y

Définition : Soit P, Q, deux propositions. L'équivalence entre P et Q notée P < Q est la proposition (P = Q) et (Q = P).
La proposition P <= Q se lit « P est équivalente a Q », ou « P si, et seulement si Q ». La table de vérité est

PIQ|P=Q
VIV \Y
VI|F F
F|V F
F|F \Y

Définition : Soit P, Q, deux propositions. La contraposée de I'implication P = Q est la proposition —Q = —P.
Attention : Les symboles V,3,—, <, — sont des symboles mathématiques, et non pas des abréviations.

Régles de calculs

Proposition : Soit P,Q, R, trois propositions.

e PouQ<=QoulPl.
* (PouQ)ouR<=Pou(QouR).
e PetQ«<=QetP.
* (PetQ)etR«<="Pet (QetR).
* Pet(QouR) <= (PetQ)ou (PetR).
* Pou(QetR)<= (PouQ)et(PouR).
* =(—=P)«<=P.
(P et Q) = (~P) ou (~Q).
e =(PouQ) <= (—P)et (—Q).
—(P= Q) < Pet (—Q).



Proposition : Soit P(x), une proposition. Alors
—(Vx € E,P(x)) «< Ix € E,—P(x)

et
—(Ix € E,P(x)) & Vx € E, —P(x).

Théoreme (Disjonction de cas). Soit P,Q, deux propositions. Alors

(Q=DP)et (—Q=P)=P.

Proposition (Contraposition) : Soit P,Q, deux propositions. On a

(P—=Q) = ((—Q) = —P).

Théoréme (Absurde) : Soit P,Q, deux propositions. Alors

((-P)= Q) et ((-P) = (—-Q)) = P.

Définition : Soit P, une proposition. Q est dite condition nécessaire de P si P = Q.
Définition : Soit P, une proposition. Q est dite condition suffisante de P si Q = P.

Définition : Soit P, une proposition. Q est donc une condition nécessaire et suffisante de P (abrégée CNS) lorsque
Q<=PDP.

Remarque : La méthode de 'analyse-synthése consiste en fait a trouver une condition nécessaire, puis se rendre
compte qu’elle est suffisante.

Théoréme (admis) : Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.
Théoréme (Récurrence) : Soit 1y € IN. Soit E, une partie de IN telle que

* E contient ny.

* pour tout n > ny, si E contient n, alors E contient n + 1.
Alors E contient tous les entiers 1 € IN supérieurs a n.

Théoréme (Principe de récurrence simple) : Soit 1y € IN et P(n), une proposition dépendant d’un parametre n € IN.
Si

* P(ng) (la propriété est initialisée)

* Vn=ny, (P(n) = P(n+1)) (la propriété est héréditaire)
alors Vn = ngy, P(n).

Théoréme (Principe de récurrence double) : Soit 1y € IN et P(n), une proposition dépendant d’un parameétre n € IN.
Si

* P(ng) et P(ng+ 1) (la propriété est initialisée)
* Vn=ny, ((P(n) et P(n+1)) = P(n+2)) (la propriété est héréditaire)

alors Vn = ng, P(n).
Théoréme (Principe de récurrence forte) : Soit ny € IN et P(#), une proposition dépendant d’un parametre n € IN. Si

* P(ng) (la propriété est initialisée)

* Vn = ng, ((Vk € [[ng,n]],P(k)) => P(n+ 1)) (la propriété est héréditaire)

alors Vn > ng, P(n).



2 Ensembles

Définition : Un ensemble est une collection d’éléments.

Définition : Soit E, un ensemble. L'ensemble contenant exactement x1,x,,---,x, est noté {x;,x,,---,x,}. On dit que
cet ensemble est défini par description (on donne tous les éléments de I’ensemble).

Définition : Soit E, un ensemble et P(x), une proposition dépendant de x € E. L'ensemble des éléments x € E tels que
P(x) est noté {x € E: P(x)}. On dit que cet ensemble est défini par compréhension.

Définition : Si x est dans I'ensemble E, on dit que x appartient a E et on note x € E. Dans le cas contraire, on le note
x ¢ E.

Définition : L'ensemble vide, noté ¢ est I’ensemble qui ne contient aucun élément.

Définition : Soit E, F, deux ensembles. On dit que E est inclus dans F noté E c F lorsque
VxeE,xeF.

On dit alors que F est une partie ou sous-ensemble de E.

Définition : Soit E, un ensemble. On note P(E) I'ensemble des parties de E.

Définition : Soit E un ensemble, et A, B, deux parties de E. On appelle

* réunion de A et B, I'ensemble {x e E: x€ A ou x € B} noté A U B.
* intersection de A et B, I'ensemble {x € E: x € A et x € B} noté A n B.
* la différence de A et B l'ensemble {x € E: x € A et x ¢ B}, noté A\B.

* le complémentaire de A dans E, 'ensemble {x € E: x ¢ A}, noté E\A, A, (4 ou AC.

Définition : Soit I, un ensemble. On se donne pour tout i € I, un ensemble A;. On appelle union des (A;);c notée

UAi’ I’ensemble constitué de tous les éléments qui appartiennent a au moins un A;.
i€l

(erAZ) — (Jiel, xeA))

iel

Définition : Soit I, un ensemble. On se donne pour tout i € I, un ensemble A;. On appelle intersection des (A;);eg

notée ﬂAi, I’ensemble constitué de tous les éléments qui appartiennent a tous les A;.
i€l

<X€ﬂAi) — (Viel, xe A))

i€l

Définition : Soit E, F deux ensembles. On définit le produit cartésien de E par F comme étant 'ensemble {(x,v) : x € E,y € F}
noté E x F.

Définition : Soit n € IN et Ag,---, A, des ensembles. On appelle produit cartésiens des Ag,---,A,, 'ensemble définit
par
{(xg,-++,x,) : Vie [[0,n]],x; € A;},

n
noté Ag x A; x --- x A,, ou encore HAi‘
i=0



Proposition : Pour tout ensemble A :

cAUg=A
cAng =0
cAxJ=0

* Soit P(x) une proposition. Alors il existe x € ¢, P(x) est toujours faux.
En particulier, —(3x € &J, —P(x)) est vraie, ie Vx € &, P(x).

Proposition : Soit E un ensemble.
Soient A, B, C des sous-ensembles de E. Alors :

AuB=BUA AnB=BnA
(AuB)uC=AuU(BuUC) (AnB)nC=An(BnC)
(AuUB)nC=(AnC)u(BNnC) (AnB)uC=(AuC)n(BuC)
E\(AUB) = (E\A) n (E\B) E\(AnB) = (E\A) v (E\B)
AUE=E ANnE=A

E\(E\A) = A (E\A)UA =E

(E\A) A =&

Proposition : Soit E un ensemble. Soit I un ensemble. Vi € I, on se donne A;, un sous-ensemble de E. Alors :

E\ (UAZ-> =(®\A)

i€l i€l
* E\ (ﬂ&') =J®a)
i€l i€l
. (UAi> nB=|J(AinB)
i€l i€l
. (ﬂAi> UB=[(A;UB)
i€l i€l

Définition : Soit A, B, deux ensembles. Si A n B = ¢, on dit que A et B sont disjoints. On introduit la notation A LB
désignant A U B et donnant I'information que 'union est disjointe.

Définition : Soit E, un ensemble. On dit que (A;);c; forment un recouvrement de E si les ensembles (A;);¢ vérifie

Jai=E

i€l
Il est dit disjoint si Vi,jeLi # j = A; n Aj=@.

Définition : Soit E, un ensemble. on dit que (A;);c; forment une partition de E si les (A;);e forment un recouvrement
disjoint de E, et que tous les A; sont non nuls pour i € I.

3 Applications

Rappel : conformément au programme, on ne distingue pas les notions de fonctions et d’applications.

Dans toute la suite, E, F, G désigne des ensembles.

Définition : Un graphe de E vers F est une partie de E x F.

Définition : Une fonction est un triplet f = (E,F,T) ou I est un graphe de E vers F telle que
VxeE,3lyeE, (x,y)el.

On dit aussi que f est une application de E vers F. Le réel y est alors noté f(x).

Définition : Soit f = (E,F,I'), une fonction.



* E est appelé ensemble de départ de f.
* Fest appelé ensemble d’arrivée de f.
* Pour x € E, I’élément f(x) est appelé image de x par f.

* Pour y € F, un élément x tel que f(x) = p est appelé antécédent de y par f.

L'ensemble {f(x) : x € E} est appelé I'ensemble image de f.

On note alors la fonction f comme suit :
f: E - F
x - f(x).

Cela se lit : « f est la fonction qui a x dans E associe f(x) dans F ».
Définition : U'application Idg : x € E — x € E est une fonction, appelée identité de E.
Définition : L'ensemble des fonctions de E dans F est noté F (E, F), ou encore FE.

Définition : Soit A, un sous-ensemble de E. On définit I'indicatrice de A, la fonction qui x € E associe 1 sixe A, 0
sinon. On la note 14.

Définition : Soit f € FE. Soit A, une partie de E, et E/, un ensemble contenant E. La fonction f : x € E/ — f(x) € F est
appelée prolongement de f sur E’. La fonction f : x € A f(x) € F est appelée restriction de f a A, et est noté fia-

Définition : Soit f € FE. Soit A, une partie de E, B une partie de F. On définit I'image directe de A par f I’ensemble
{f(x):xe A}, noté f(A). On définit I'image réciproque de B par f I’ensemble {x € E: f(x) € B}, noté f~!(B).

Définition : Soit f € F(E,F), et g€ F(F,G). On définit go f € F(E,G) l'application composée de g et f définie par
gof:xeE— g(f(x)) e G. Onlit souvent « g rond f ».

Définition : Soit f € F(E,F). f est dite injective lorsque Vx,p € E, f (x) = f(x) = x = .
Définition : Soit f € F(E,F). f est dite surjective lorsque Vy e F,3x € E, f (x) = .
Définition : Soit f € F(E,F). f est dite bijective lorsque f est injective et surjective.
Proposition : Soit f € F(E,F). f est bijective si, et seulement si Yy € F,3!x € E, f (x) = .

Définition : Soit f € F(E,F), bijective. Pour tout y € F, il existe un unique réel x, que 'on note f~!(y), tel que
f(x) =y.On définit alors f ' :ye F— f~!(y) e E.

Proposition : Si f est bijective, f ~! l’est aussi.
Proposition : Si f est bijective de E dans F, alors f 1o f =Idget fo f~! = Idg.
Proposition : La composée de deux fonctions in-, sur-, bijective est respectivement in-, sur-, bijective.

Proposition : Si f est bijective de E dans F, si B est une partie de F, alors I'image réciproque de B par f coincident
avec I'image directe de B par f ! (les notations sont les mémes).

Proposition (non explicite au programme) : Soit f € F (E,F). Soit AcE,BcF.Ona

« f7Y(f(A)) D A, avec égalité si, et seulement si, f est injective.

» f(f~1(B)) B, avec égalité si, et seulement si, f est surjective.
Proposition (non explicite au programme) : Soit f € F (E,F). Soit Aj, A, < E. Soit By, B, < F. Alors :

1) f7'(ByuBy) =f1(By)ufT1(By)
2) f71(BynBy) = f1(By) N fT1(By)
Z; -];(Al UAy) =f(A1) U f(Ag)

(A1 nAj) < f(A1) N f(Ay) lautre inclusion étant fausse en général



4 Relations

Définition : Une relation binaire R sur E est un sous-ensemble R de E x E. On note pour indiquer que (x,y) € R:
xRy.

Définition : Une relation binaire R sur E est dite :

* réflexive lorsque Vx € E, xRx,

* transitive lorsque Vx,y,z € E, (xRy) et (yRz) = (xRz),

* symétrique lorsque Vx,y € E, (xRy) = (yRx),

* antisymétrique lorsque Vx,p € E, (xRy) et (yRx) = x = y.

Définition : Une relation d’équivalence sur E est une relation sur E réflexive, transitive, symétrique.

Définition : Soit ~, une relation d’équivalence sur E. On appelle classe d’équivalence de x € E, I'ensemble noté Cl(x)
ou encore X définit par {y e E: x ~ p}.

Définition : Soit ~, une relation d’équivalence sur E. Soit C — E. On dit que C est une classe d’équivalence lorsque
dJxe C,Vye E,x ~y =y e C. Un tel x est appelé représentant de la classe d’équivalence de C.

Proposition : Soit ~, une relation d’équivalence sur E, et x,y e E. Alors x ~ y <= X =7.

Proposition : Soit ~, une relation d’équivalence sur E. L'ensemble des classes d’équivalences forment une partition
de E.

Exemple : Soit 4 € R. Soit x,y € R. On dit que x est congrus a y modulo 4, et on note x = y[a] lorsqu’il existe un entier
k € Z tel que x = y + ka. Alors = est une relation d’équivalence sur R.

Définition : Une relation d’ordre sur E est une relation sur E réflexive, transitive, antisymétrique.

Définition : Une relation d’ordre R sur E est totale lorsque Vx,y € E,xRy ou yRx. Dans le cas contraire, elle est dire
partielle.
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1 Sommes et produits

Dans cette section, I est un ensemble fini d’indices, et (4;);c1, une famille de réels. Définition : On définit la somme
n

de tous les réels (a;);e1 par Zai. SiI={1,n]], on note Z a;. Par convention, si I = ¢, la somme est nulle.
i€l i=1

n
Définition : On définit le produit de tous les réels (a;);c; par Hai. SiI=[[1,n]], on note Hai. Par convention, si
i€l i=1
I = &, le produit vaut 1.

n
Définition : Soit n € IN. On appelle factorielle de n, ou factorielle n, la quantité H i, notée n!. On a donc 0! = 1. (On
i=1
dit parfois n factorielle).

Proposition : Soit A € R et (a;);er, (b;)ie1, deux familles de réels. Alors

E(Aai + bi) = )\Zai +Zb,‘.

iel iel iel

Définition : On appelle somme (resp. produit) télescopique, une somme de différences de deux termes consécutifs
(resp. quotients de deux termes consécutifs).
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Proposition : Soit ay, - - - ,a,, des réels.
n—1

Z Ag4+1 — A = ay — 4dgp.
k=0

Proposition : Soit ay, - - -, a,, des réels non nuls.

n—1

H“k;lzin
ao'

k=0

Proposition : Soit I, ], deux ensembles d’indices. Soit f, une bijection de J dans I. Alors

D.a5G) = D i

j€J i€l
Proposition : On a

Z”: n+1 Z”: n(n+1) 2n+1 ika <n+1)).

Proposition : Soit n > 2. On a
n—1

a"—b" = (a—b) Z akpn 1k,
k=0

Proposition : Soit A € R et (b;);¢1, une famille de réels. Alors

[ [(@}t;) = (Ha,))\nbi.

i€l i€l i€l

Proposition : Soit ay, - - - ,4a,,bg,- -+, b,,, des réels non nuls.
n m m n n m
Zzakblzzzakbl: Zak Zbl .
k=01=0 1=0k=0 k=0 1=0
Proposition : Soit (4;;); jen, des réels non nuls.

n n n ]
23w % -3 3
i=0j=i

0<i<j<n j=0i=0

n!

k!(n — k)!

k € [[0, n]]. Par convention, lorsque k > n ou k < 0, le coefficient binomial est nul.

Définition : un coefficient binomial est une quantité s’écrivant (}) := — lue k parmi n — avec n € IN et

Proposition : Soit n€ N, et k € [[0,n]]. On a
« (H)eN.
= (1) = G-
« (H+ (kil) = (Zi}) (dite Relation de Pascal).

Proposition (Formule du binéme) : Soit n € IN. On a

(a+b)" Zn] ( ) ak ok,

k=0



2 Systemes linéaires

Définition : Un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues est un systéme de la forme

ax+by=e
cx+dy=f

ou x,y sont les inconnus, et a,b,c,d, e, f, g sont des réels ou complexes.

Interprétation géométrique dans le cas réel. Supposons que (a,b) # (0,0),(c,d) # (0,0). L'équation ax + by = e est
I’équation d’une droite, ’équation cx + dy = f aussi. Chercher les solutions au systéme revient donc a regarder les
points d’intersections de ces droites. Il y a trois cas :

1) Les droites sont sécantes et il y a un seul point d’intersection, donc une seule solution.
2) Les droites sont paralléles et confondues. Il y a une infinité de solutions : tous les points d’une des deux droites.
3) Les droites sont paralleles et non confondues. Il n’y a pas de solution.

Définition (Opérations élémentaires) : Soit (S), un systeme linéaire. On appelle opération élémentaire, l’'une des trois
opérations suivantes :

1) Transvection : Soit A € C\{0}. Soit i,j, deux indices de deux lignes différentes du systeme. On réalise une
transvection lorsqu’on ajoute a la ligne i A fois la ligne j. On le note L; < L; + AL;.

2) Dilatation : Soit A € C\{0}. Soit i, indice d’une ligne. On réalise une dilatation lorsque on multiplie une ligne
par A. On le note L; — AL;.

3) Echange : Soit i, j, deux indices de deux lignes différentes. On réalise un échange lorsqu’on échange les lignes i
etj.OnlenoteL; & L;.

Propostion : Les solutions d’un systeme linéaire ne changent pas lorsqu’on effectue une opération élémentaire sur le
systeme.

Algorithme du Pivot de Gauss. On se donne un systéme linéaire a n équations, p inconnues :

ajpxy + apx, + -+ alpxp = bl
a1 X1 + annX) + -+ aszp = b2
anXx;y + agpx, + -+ anpxp = bn

On procede comme suit :

* Sitous les coefficients devant x; sont nuls, x; n’intervient pas dans le systéme, et on a un systéeme a n équations,
p — 1 inconnues. On rapplique alors la méthode du pivot de Gauss.
+ Sinon, on prend un coefficient non nul, disons en ligne i. On échange les lignes 1 et i via L1 < L;.

. s T —ai1
* Sur chaque ligne autre que la premiére, on réalise L; < L; + —

L;. On obtient alors, en ne regardant pas la

11
premiére ligne, un systéme a n — 1 équations pour p — 1 inconnues. On applique la méthode du pivot de Gauss
sur ce systeme.

Le résultat est un systéme triangulaire (c’est-a-dire les coefficients 4;; sont nuls des que i > j).



3 Trigonométrie

Cette section est un formulaire de trigonométrie.

x |0] /6 | /4 | /3 | /2 Eg Ea Dérivée
cos | 1 [3/2[+2/2] 1/2 | 0 R 1-1,1] —sin
sin |0 1/2 [v/2/2[+/3/2] 1 R ]-1,1] cos
tan | 0 |v3/3 | 1 V3 | g [R{5+knkeZ}| R [1+tan’=_
Propriétés fondamentales :
¢ cos? +sin® = 1.
* cos(R) =[—1,1], sin(R) = [-1,1].
* cos et sin sont 27mt-périodiques.
Formules circulaires : Pour tout x € R:
cos(—x) = cos(x) (fonction paire)
sin(—x) = fsm(x) (fonction impaire)
cos(m—x) = —cos(x)  cos (g - x) = sin(x)
. . . (T
sin(1t — x) = sin(x) sin (Tg — x) = cos(x)
cos(m + x) = —cos(x) cos (— +x) = —sin(x)
sin(mt+x) = —sin(x)  sin % + x) = cos(x)

Formules d’addition : Pour tout a,b e R :

cos(a+ b) = cos(a)cos(b) —sin(a) sin(b)
cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

Formules de duplication (dites de Carnot) : Pour tout x€ R:

cos(2x) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin?(x) = cos?(x) — sin?(x)
sin(2x) = 2 cos(x)sin(x).

cos?(x) =

1 + cos(2x)

2

Formules de multiplication : Pour tout a,b e R:

Dérivée des fonctions cos et sin : On a

sin(a)sin(b) =

cos(a)cos(b) =

~—

cos(a)sin(b) =

; sin’(x) =

1 —cos(2x)
—

cos(a—Db)+cos(a+b)

cos(a—

2

b) —cos(a+b)

2
sin(a — b) —sin(a + b)

2

in® (x) = si T ) (x) = T
Vke N, VxeR, sin\"/(x) s1n<x+k2) et cos\™/(x) cos<x+k2)




Formule de sommes/différences (dites de Simpson) (pas explicitement au programme, a savoir retouver) :

cos(p) + cos(q) = 2cos (#) cos (@) sin(p) + sin(g) = 2sin @ cos (51
ptq pP—q

cos(p) —cos(q) = —2sin (T) sin (@) sin(p) —sin(q) = 2sin ( 551 ) cos ( 51

Formule de I’arc moitié : Soit = tan(6/2). Alors

2t 1—1t2
sin(0) = o cos(0) =

Proposition : Vx € R, |sin(x)| < |x|.
Définition : tan = .
cos

Proposition : tan est impaire, définie sur R\{1/2 + k7 : k € Z}, m—périodique, strictement croissante sur les inter-
valles | — 71t/2 + km,7t/2 + km[ pour k fixé, dérivable sur chacun de ces intervalles de dérivée 1 + tan®.

Formulaire pour tangente :

tan(a) + tan(b) tan(a) —tan(b)

tan(a+b) = @) P Y T T an(@) an )
tan(20) = 13?;1(26()6) (tan(@) =7 _ttz avect = tan(9/2)>
_ sin(@ta) o ang) = SR —a)
tan(p) + tan(q) cos(p)cos(q)’ tan(p) — tan(q) cos(p) cos(q)
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Dans toute la suite de la fiche méthodologique, A, B et C sont trois propositions et E, F et G sont trois ensembles.

0. Apprendre et comprendre son cours

I. Notions de logique

1. Démontrer que A= B

Pour démontrer un énoncé du type : A = B, on peut :
— supposer que A est vraie et démontrer que B est alors vraie,

— raisonner par contraposée en montrant que B = A, c’est-3-dire en supposant que B est fausse et en montrant que A est
alors fausse.

Attention : il y a une différence (souvent méconnue) entre un raisonnement par contraposée et un raisonnement par
I'absurde. Un raisonnement par contraposé sert 2 montrer une implication (du type A = B) ol on ne montre ni que A est vraie

ni que B est vraie : on montre que si A est vraie alors B I'est également. Un raisonnement par 'absurde sert au contraire 2
montrer qu'une propriété est fausse, en supposant qu’elle soit vraie et en aboutissant alors 4 une contradiction.

Rédaction : supposons que A soit vraie, on a alors ... donc ... donc ... et donc B est vraie. On peut conclure : A =» B,

2. Démontrer que A= B

Pour démontrer un énoncé du type : A & B, on peut :

— raisonner par équivalence en montrant directement que A est équivalente 4 B (attention, I'équivalence est souvent difficile
a conserver pendant un long raisonnement),

— raisonner par équivalence en montrant que A est équivalent a B,
— raisonner par double implication en montrant que A => Bet que B = A,

— utiliser la contraposée dans la méthode précédente, en montrant que A => Bet que A = B.

3. Démontrer un énoncé du type : VyeF, IxcE tel que : C, , oU la propriété C, , dépend de x et de y
Pour démontrer un énoncé du type : Vye F, 3xeE tel que C soit vraie on peut successivement :

— (étape 1) fixer arbitrairement un élément y quelconque appartenant a F,

— (étape 2) supposer que Cy, est vraie pour un certain x appartenant a E, et établir des conditions nécessaires sur x (si Cy est
vraie alors nécessairement x possede telle ou telle propriété),

— (étape 3) choisir un xe E vérifiant les conditions nécéssaires obtenues 4 la question précédente et montrer que pour ce X,
C,y est vraie.

On utilise parfois la notation x, pour souligner que le choix de I'élément xe E dépend de 'élément yeF.
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Rédaction : soit ye F, montrons qu'il existe xe E tel que A soit vraie.

Ne pas confondre : » “'énoncé A est une condition nécessaire pour que B soit vraie”, ce qui signifie : B = A,
= “I'énoncé A est une condition suffisante pour que B soit vraie” ce qui signifie : A = B,

» ‘I"énoncé A est une condition nécessaire et suffisante pour que B soit vraie” ce qui signifie : A < B.

Il. Raisonnements, récurrence

1. Effectuer un raisonnement par analyse - synthése

Précisons tout d'abord qu'il est rare que I’énoncé d'un probleme demande directement aux étudiants d’utiliser un
raisonnement par analyse - synthese. C'est a I'étudiant de prendre l'initiative de 'utiliser. La méthode sera présenté sur deux .
cas ou elle est fréquemment utilisée.

Pour résoudre une question du type “déterminer I'ensemble des éléments xe E qui vérifient la propriété A(x)” on peut
sucessivement :

— (étape 1: analyse) fixer arbitrairement un élément xe E, supposer ensuite qu'il vérifie la propriété A(x) et en déduire des
conditions nécessaires sur 'élément x,

— (étape 2 : synthese) choisir un élément xe E vérifiant les conditions nécessaires trouvées a I'étape précédente et voir s'il
vérifie la propriété A(x). Si ce n’est pas le cas, on peut rajouter des conditions sur x pour que les conditions deviennent aussi
suffisantes.

Lorsque l'on a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes sur xe E, en général, elles sont assez précises pour pouvoir
exhiber 'ensemble des xe E recherché.

De méme, pour résoudre des questions du type “montrer qu'il existe un unique x< E tel que A(x) soit vraie” on peut :

— (étape 1 : analyse) fixer arbitrairement un élément xe E, et montrer que nécessairement, si x existe et vérifie la propriété
A(x), alors il est unique. En supposant que A(x) est vérifiée, on arrive en général a une expression du type “nécessairement
x=..." ce qui prouve son unicité,

— (étape 2 : synthese) vérifier que I'élément x trouvé a I'étape précédente vérifie bien la propriété A(x). Cette étape est
indispensable, car la premiére est réalisée uniquement sous réserve d’existence.

2. Effectuer un raisonnement par récurence

Attention ! Le raisonnement par récurence est sousmis a des régles précises et qu'il est souvent mal vu par les correcteurs
de négliger sa réaction ou son contenu. Comme en témoignent les extraits de rapports de jury, les examinateurs sont agacés
par la qualité des raisonnements par récurence qui laissent 4 désirer :

— “La qualité des raisonnements par récurrence laisse beaucoup a désirer. Un effort de tous s'impose réellement”,
— “Récurrences maltraitées : mauvaise initialisation, hypothese de récutrence mal formulée”,
— “Nombreuses tentatives de bluff sur les indices”,

— “Les candidats doivent rédiger les raisonnements par récurrence” .

Recherche : Au brouillon

Commencer 4 résoudre une question qui (pense-t-on) se traite par récurence au brouillon apporte plusieurs avantage. On
suppose la propriété que 'on veut montrer “vn” au rang “i-1” et on essaie de la démontrer pour le rang “i”. Normalement

cela permet de répondre aux questions suivantes :

— “faut-il absolument faire une récurence ?” En regardant si par hasard la propriété se montre directement pour tout
entier n (si on ne s'est pas servi de 'hypotheése de récurence),

— “quel type de récurence faut-il faire ?” En regardant si 'on a besoin uniquement de I'hypotheése au rang “i-1”
(récurence faible sur un terme, cas classique), ou si I'on a besoin des hypothéses au rang “i-1” et “i- 2" (récurence double),

voire si I'on a besoin des hypotheéses pour tout les rangs précédant le rang “i": 0, 1, 2 ... i- 1 (récurence forte),
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Rédaction : bien rédiger une récurence

(Etape 0) : dire ce gue vous allez faire et quelle récurence vous utiliser

“Montrons par récurence (faible, double, forte, finie ?) sur ne N (N*, [n,, + «], Z\N ?) la propriété H, : “propriété au
rang n”. Attention a ne pas écrire “vne N, propriété au rang n” car outre la contradiction entre un entier fixé et un entier qui
varie, lorsque l'on écrit “supposons H, vraie”, on suppose en réalité la propriété vraie pour tout n, C’est-a-dire ce que I'on veut
démontrer...

On se place désormais dans le cadre d’une propriété a démontrer pour tout entier naturel n.

(Btape 1) : Initialisation

Attention encore une fois ici : pour une récurence faible sur un terme ou forte, il suffit d'initialiser une fois (au premier
rang) alors que pour une récurence double, il est nécessaire d'initialiser aux deux premiers rangs ! Généralement, ce qu'il
faut montrer 2 cete étape est facile. Il ne faut donc pas hésiter a étre trés précis (puisque c’est facile, autant prendre tout les
points).

(Etape 2) : Hérédité

Pour une récurrence simple sur un terme : “Soit ne N*, supposons H,; vraie” ou “Soit ne N* tel que H,.; soit vraie” ou

encore “Supposons la propriété H,.; vraie pour un certain entier n quelconque, fixé, dans N*'. La premiere rédaction est la
plus simple. Puis : “Montrons que H, est vraie”.

Alernativement : “Soit ne N, supposons H, vraie” ou “Soit ne N tel que H, soit vraie” ou encore “Supposons la propriété
H, vraie pour un certain entier n quelconque, fixé, dans N™. Puis : “Montrons que H,+ est vraie”.

Pour une récurrence double (par exemple) : “Soit n un entier supérieur ou égal & 2, supposons H,.; et H,., vraies.
Montrons que H, est vraie.”

Pour une récurrence forte : “Soit ne N*, supposons que pour tout k appartenant 2 [0, n- 1], Hy soit vraie. Montrons que
H, est vraie.”

Rédactions a éviter : “supposons que pour tout n, H, soit vraie” (en effet, si I'on suppose ce que I'on veut démontrer,
P’exercice devient tout de suite un peu trop facile...) ; a éviter également : “supposons qu'il existe un entier n tel que H, soit
vraie” (en effet, cet entier existe, puisque la propriété a été démontrée au rang 0 : ainsi on ne suppose rien en réalité...)

Erreur a éviter : oublier de préciser ot se situe n en indiquant simplement “supposons H, vraie”.

(Etape 3) : Conclusion,

“On peut conclure : ¥Vne N (Vne N¥, etc. ...), [contenu de H,}”. En effet, il vaut mieux terminer en concluant avec les

notations de I'énoncé plutdt qu’avec “H,”, notation que vous avez introduite.

lll. Ensembles

1. Monter une inclusion entre deux ensembles

Pour démontrer un énoncé du type : F < E, on peut :
—montrer que : xe F = xeE,
— utiliser la transitivité de la relation binaire “” en montrant qu'il existe un ensemble G tel que: F = Get G K,
— montrer que F est une partie de E, C’est-a-dire que Fe P (E).

—si E est un espace vectoriel, montrer que F est un sous-espace vectoriel de E (par exemple en montrant que F est le noyau
d’une application linéaire définie sur E, voir le chapitre “Applications linéaires”).
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2. Monter une égalité entre deux ensembles
Pour démontrer un énoncé du type : F=E, on peut :
— raisonner pat équivalence en montrant directement que xe F & xeE,
— raisonner par double inclusion en montrant successivement que F < E puis que E < F (voir point ci-dessus),
— i E et F sont deux ensembles finis, montrer que : F < E et que card E = card F,

— si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie, montrer que : F < E et que dim E = dim F (voir chapitre
“Espaces vectoriels’).

3. Monter que deux parties d’'un ensemble sont complémentaires dans un ensemble

Pour démontrer un énoncé du type : E=C¢F , on peut montrer successivement que EN F =@, et que EUF=G.

4. Monter qu’une famille d’ensemble forme une partition d’'un ensemble G

11 suffit de se ramener a la définition et de vérifier ses trois points.

IV. Applications

Précisons tout d’abord qu'une injection, surjection, bijection est tout d’abord et avant tout une application : ainsi, tout
élément de I'ensemble de départ admet toujours une et une seule image. Les propriétés concernant le nombre d’antécédents
portent bien str sur les éléments de 'ensemble d’arrivée.

Attention également & ne pas confondre 'ensemble d’arrivée (F) avec I'ensemble des images (qui se note : Im f, ou : f(E)).
En effet, un élément appartenant a 'image de f a toujours, par définition, au moins un antécédent par f. Il faut s'intéresser aux
éléments de 'ensemble d’arrivée, et non de I'ensemble image, si I'on souhaite montrer qu'une application est injective,
surjective ou bijective. Par ailleurs, la relation Im f < F doit étre connue.

1. Monter qu’une application est injective

Pour montrer qu’une application f définie sur E et a valeurs dans T est injective, on peut ;

— considérer deux éléments x et ' de E tels que f{(x) = {(x") et montrer qu'alors : x =¥,
-~ montrer que f est bijective (toute application bijective étant injective),

- si E et F sont deux espaces vectoriels et si f est linéaire, se reporter a toutes les méthodes figurant dans la fiche
méthodologique du chapitre “Applications linéaires’.

2. Monter qu’une application est surjective
Pour montrer qu'une application f définie sur E et & valeurs dans F est surjective, on peut :

— considérer un élément y quelconque de F, et montrer qu'il existe au moins un élément x de E tel que fx) =y,
éventuellement 4 I'aide d'un raisonnement par analyse - synthése),

— montrer que Im f=TF,

~ si E et F sont deux espaces vectoriels et si f est linéaire, se reporter a toutes les méthodes figurant dans la fiche
méthodologique du chapitre “Applications linéaires.

3. Monter qu’une application est bijective

Pour montrer qu'une application f définie sur E et 4 valeurs dans F est bijective, on peut :

— revenir 4 la définition en considérant un élément y quelconque de F, et montrer qu'il existe un et un seul élément x de E
tel que f(x) = v (éventuellement & I'aide d'un raisonnement par analyse - synthese),
— montrer que f est injective et surjective,
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~ déterminer une application g telle que fog =id et gof=1id (etonaalors: g=f",
- si E et F sont deux espaces vectoriels et si f est linéaire, se reporter a toutes les méthodes figurant dans la fiche
méthodologique du chapitre “Applications linéaires’.

4. Monter gqu’une application est une permutation

Pour montrer qu’une application f définie sur E est une permutation, il suffit de se ramener 4 la définition et de montrer
que f est bijective de E dans E.

V. Formules de trigonométrie

Les formules de trigonométrie font partie intégrante du programme. Noter toutefois que la quasi-totalité d’entre-elles se
retrouvent assez facilement, en effectuant des sommes ou des produits, a partir des quatre expressions de cos (a+b), cos (a-
b), sin (a+b) et sin (a-b) qui sont le plus souvent bien connues des candidats.

Noter également que certaines formules peuvent se retrouver en introduisant des nombres complexes : ainsi, par exemple,
Pexpression sous forme de produit de cos p + cos g s’obtient en remarquant que cos p + cos q est la partie réelle de (e? + €'%),
ce qu'on peut trouver 4 l'aide des formules d’Eurler aprés avoir factorisé par les “exponentielles moitiés” (voir le chapitre

“Nombres complexes’).
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