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Préambule

Dans ce sujet, par souci de compréhension, on évitera d’utiliser les notations introduites par
I’énoncé. Pendant le concours, il est vivement recommandé de les manipuler.

Les variables aléatoires étant définies sur (2, P(2),P), toutes les variables aléatoires introduites
admettent des moments a tout ordre. On ne le rappellera donc pas.

Méme si le support des variables aléatoires est fini, le sujet est trés technique dans ses calculs.

Les parties I et II sont tres classiques. Il est attendu des candidats d’avoir bien traité ces parties.
Avoir traité correctement ces parties peut presque donner la moyenne.

La partie IIT est plus corsée (on établit les inégalités de Khintchine) et amene a des délicatesses. A
priori, un candidat étant arrivé jusque la est probablement admissible (si les questions traitées sont
justes). C’est sans doute la partie la plus technique.

Les parties IV et V sont certainement les plus dures : elles demandent du recul. Ces parties per-
mettront de départager les meilleurs candidats.

Au final, le sujet est un bon cru : les questions s’enchainent trés bien a condition de ne pas perdre
le fil. Le sujet contient des questions classiques, et quelques questions difficiles (voire tres difficiles)
sont parsemées dans les parties III, IV et V.

Mise a part un soupcon de topologie, d’intégrale généralisée et de série entiere, tout le sujet est
faisable avec les outils de premiere année, essentiellement les probabilités.
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1 Inégalité de Holder

1. Soit z,y € RT. Alors si z = 0 ou y = 0, le résultat est clair. Supposons donc z,y > 0. Par concavité
du logarithme,

1 1 1 1
In(zy) = In(x) + In(y) = - In(a?) + gln(xq) <In (pmp + qmq) .

Par croissance de exp, on obtient alors

o
YV y>0xy<—+f
p q

ce qui constitue I'inégalité de Young.

2. Traitons le cas E[X?] = E[Y?] = 1, noté cas (x). On applique alors I'inégalité de Young : on écrit

E[XY] = > zyP(X = 2)P(Y = y)
(2.9)EX(Q)XY(Q)
D q

< ¥ V+J}MX=mwyzw
@yex@xy@ P 4

= > ) Y P =y)+ > = ) Y P(X =ux)
2e€X(Q) p yeY (Q) yey (Q) q xeX(Q)

=1 =1

1 1

== Y #PX=z)+- > yYPY =y)
P ex(a) ET)
p q b q

= 1Y/P1le — (R[XP]) /(B[ X))V

Cas général : Si X? ou Y? est d’espérance nulle, I'inégalité est immédiate. Supposons donc que
X

— V' =

(E[xP)1/P’ (E[ya])t/a

ce n’est pas le cas et notons X' = On peut remarquer que X', Y’ se

trouve dans le cas (). On a donc
EX'Y'] <1
Or, par linéarité de l’espérance,
X Y 1
EX'Y']|=E = EXY]| <1
XY=E | @ @y ~ @y

On a donc
E[XY] < (E[XP)V/P(E[Y])"/.

Remarque. Avec ceci, on peut démontrer l’inégalité de Minkowski.

3. Si p = q = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour faire la preuve, on écrit la chose
suivante : soit f : ¢+ E[(X +tY)?]. Alors

Vt € R, f(t) = E[X?] + 2tE[XY] + ?E[Y?] > 0.
Ainsi, f est polynomiale de degré 2 de signe positif : son discriminant est donc négatif ce qui s’écrit
AE[XY]? — 4E[X?|E[Y?] < 0

donc
E[XY]? < E[X?E[Y?].

C’est équivalent a Holder pour p = ¢ = 2 puisque XY > 0 donc E[XY] > 0 et on peut passer a la
racine carrée ce qui conclut.
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2 Une inégalité de déviation

4. C’est une question « série entiere » ! On a

+00 1 RS 1
Vt € R, cosh(t) = Z wt ", exp(tT/2) = Z nlon "
n—0 n=0
Or,
2n
vmeN2"< [ &
k=n-+1
donc
1 < 1
(2n)! — nl2n

donc par positivité de t2" pour tout t e R et n € N, on a
cosh(t) < exp(t?/2).
5. Soit t > 0,(c1,- -+ ,¢n) € R™. Alors

) o]

n
H [exp(te; X;)]

**

= Elexp(tc; X1)].
(k%) 1

~
Il

(#x) est justifiée par indépendance des variables aléatoires et (x x *) par le fait qu’elles suivent la
méme loi. Ensuite, par la formule de transfert, pour tout 1 < ¢ < n,

exp(tc;) + exp(—tc;)

Elexp(te; X1)] = 5

= cosh(tc;) < exp(t3c?/2).

Ainsi, on peut continuer le calcul :

n n t2 t2 n
E lexp (thiX,)] < Hexp <20?> = exp (2 Zcf) .
i=1 i=1 i=1

6. Soit x,t € RT, ¢1,--- , ¢, des réels. Si = 0, on demande & une probabilité d’étre inférieure ou
égale a 2 ce qui est toujours vrai. Considérons donc x > 0. On a

n n
exp (m ZCiXi > > el — ZQ‘X
i=1 i=1

n n
= ZciXZ- >tou — ZCin‘ >t
i=1 i=1

n n
< exp (chiXZ) > €' ou exp <—$ZCin‘> > el

i=1 =1

car exp(-z) est strictement croissante (on rappelle que > 0). On en déduit, par sous-additivité de

P,
n n
(exp ( X; > > <P <exp (:UZCZ-)Q) > em> +P <exp (—chiXZ) > em>
i=1 i=1
n n
P <exp ($ZC¢X1~> > em> +P <exp (—chiXZ) > em> .
i=1 i=1
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n n
Par I'inégalité de Markov, puisque exp <JJ Z ciXZ-> et exp (—x Z ciXi> sont des variables aléa-

i=1 i=1
toires réelles positives,

(exp ( X; ) t’”) < e 'R [exp (mzn:ciXZ) +e R [exp (a: zn:(—ci)XZ)] )
i=1 i=1

On applique la question précédente : on obtient alors

2 n 2 n 2 n
(exp ( Zcz i ) > em> < el (exp (2 Zc?) + exp (2 Z(—ci)2>> =2¢ ™ exp (2 cf) )
i=1 i=1 i=1

7. Soit = > 0. Alors
exp (m X; ) > el —

(o] ) o o oS

n
ZciXi >
=1
On majore le membre de droite. On écrit alors

exp< Zc)—exp (—tz + ax?/2)

n

S

n
. . .. o
avec a = E cg. Or, a:n2/2 — tx est polynomiale en x : elle atteint son minimum en —. Ainsi, pour
; a
=1

t
x = —, on obtient
a

5 2 at? t2
exp(—tx + ax”/2) = exp a+ﬁ =exp |~ |-

nP<

t 2
pour £ = — avec a = E c¢; donne
a

=1
]:P) (
=1

Ainsi, I'inégalité
n
> ax,

i=1

2 n
> t) < 2e " exp <:E2 Zcf)

ZCin >t

3 Inégalités de Khintchine

8. Comme () est fini, notons {z1, -+ ,z,} = X(€) et on range ces éléments dans l'ordre croissant.
Alors Fx est constant sur | — 0o, 1], |2, +00[ et sur |z, z;11[,1 <4 < n—1. On en déduit que Fx
est constante par morceaux donc continue par morceaux. De plus, Vt > z,,P(X > t) = 0 donc

“+o0o Tn
/ P Py (f)dt = / 21 Fy (£)dt
0 0

qui existe car t +— tP~1Fy (t) est donc continue par morceaux. Ensuite, on remarque que

Vo < xl,]P)(X > l‘) =1;Vie [[1,n—1]],Vt G]xi,le[,FX(t) = IP)(X > t) = IP)(X > .7,‘7;+1) = Z IP)(X = .Z'k)
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Ainsi, en posant xg = 0,

0
n—l i+1
:pz/ PPy (t)dt
i=0 T
=Y 2741 — 2] 1P(X = )
i=0 k=i+1
k—1
:ZP(X:%) [x€+1_x]
k=0 =0

par la formule de transfert.

9. Soit f : t € Rt — e /2 ¢ R. Alors f est continue sur R* et par croissances comparées,
t2f(t) t—? 0. Ainsi, f(t) € 0ss100(1/t%) donc par comparaison, puisque t — 1/t € LY([1, +00]),
o

f est intégrable au voisinage de +oo.

—+00
Ainsi, / e t"/2 converge. Ensuite, par la question 8, on a
0
+oo
E[yY] = 4 / PPX > t)dt
0

avec Y = qui est bien finie et positive. Or, la question 7 assure que

n
Z CZ'Xi
=1

t2

n
sous 'hypothese Z c? = 1. On en déduit donc que

i=1

+oo
E[Y4] < 8/ e /24t
0

avec Y =

n
> X
i=1
10. Comme les (X;); suivent une loi de Rademacher centrée, on en déduit que toute combinaison linéaire

1
des (X;); l'est. Soit 1 <i <n, on a B[X?] = = (—1)* + 5(1)2 =1 = Var(X;) donc
n 2
i=1

E

=1
n n
= Zc?Var(X,») = ch
(okotok) -1 Pt

(s * %) est justifiée car comme les (X;); sont indépendants, elles sont en particulier non corrélées.
Remarque. On pouvait tout développer brutalement.
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n
11. Traitons le cas Z ¢? = 1. Alors on raisonne comme & la question 9. On a, avec Y =
i=1

n

Z CiXi

=1

)

—+00
E[Y?] :p/ tPIP(Y > t)dt
0
par la question 8. Par la question 7,

P(Y > t) < 2exp(—t%/2)

n
puisqu’on suppose que Z c? = 1. Finalement
i=1

1/p

E[Y?]'/? < (p / o tp_lexp(—t2/2)dt> .3,
0

—2
Bp s’exprime en fonction de I' : par un changement de variable, on trouve pQPTF (g)

On en déduit donc que

n p1/p
E [ > X < Bp.
i=1
n
Traitons le cas général. Notons ¢, = % de sorte que Z(C;)Z = 1. Alors en notant
. =1 i=1
X;|, Y = chXi,ona

i=1

E[(Y')]'? < B,

1 P 1/p 1
E[y/p]l/l) — l(”) Yp‘| — niE[Yp]l/p
1€ =1 C

On en déduit donc que
n 2
i=1
1 2 p—

2
12. CommepZQ,notonsp’zBetq':1——:1—727. Soit Y =
2 ' p p
Holder avec le couple (p',¢') pour majorer E[Y? x 1] : on a

et

B = B[V < 6, ) = 8
i=1 =1

par la question 10.

On applique

Xl

E[Y? x 1] < E[(Y2)P VR[]V
avec 1 variable aléatoire valant 1 sur le support de Y, et 0 sinon. Ainsi, comme E[l]l/ ¢ = 1, 0na
E[Y?] < E[YP]?/.
On passe l'inégalité a la racine carrée : comme Y est & valeurs positives, on a bien
(E[Y2)/? < (E[y?])/7

ce qui donne bien
7\ 1/p
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13.

On peut donner deux réponses.

e Réponse 1. On rappelle que pour tous a, b réels avec a < b, |a,b[= {da + (1 — )b : I €]0,1[}

1 11 1 1
donc comme 5 € } e [ (ce qui est vrai car 1 < p < 2), il existe ¥ €]0, 1| vérifiant (1—19)1—1—197.
p p
e Réponse 2. Soit 6 € R. Alors
1 6 1-06
—=—+4+ —— <= 2p=40+p—0p=0(4—p) +p.
2 p 4
Ainsi,
p
0=—
4—p
est 'unique solution de I’équation cherchée. Maintenant, 1 < p <2 <= 2<4—p <3 <=
1 1 1 1
- < ——< -, Ainsi, 0 € |,1] C|0,1].
3515 <% insi, {3, [ 10, 1]
14. On a la décomposition
20 1-4
=24+
P 2
n
Notons Y = Z ¢iXi|. Alors Y2 = Y2y2(1=9)_On souhaite appliquer Holder sur ce produit. Posons
i=1
donc p' = e et ¢ = ——. Ainsi 1 + 1 = 1. Ainsi, par Holder
20 1-6 o g ’ ’ ’

15.

16.

E[YQ] — E[Y29Y2(1_6)] < E[y?Qp/]l/p/E[YZ(l—Q)q/]l/q’.

En remplagant, on a
E[YQ] < E[yp]QG/pE[Y4](1—9)/2

n
avec Y = Z c; X;| et c’est ce qu’on voulait.
i=1
n n
Notons YV = Z ¢; X;|. Placons-nous dans le cas ot E[Y?] = Z ¢ = 1. Alors par la question 9, on
a i=1 X i=1
o
E[Y?4 < 8/ e /24t =: C.
0
1
, . 27 . s . N . r )
Dans le cas général, si E[Y“] = 0, il n’y a rien a montrer. Sinon, on note ¢; = Wcz pour

n
tout 1 < i < n de sorte que Y’ := ZCQXZ- vérifie E[(Y")?] = 1 donc
i=1

E[(Y')] <C.
Ainsi, E[Y*] < CE[Y?]? donc par la question précédente, comme 1 — 6 > 0, on a
E[y4](1—9)/2 < CI_QE[Y2]1_9.

On en déduit
E[Y?] < C'PE[y?]*/PE[Y?) .
Ainsi,
C@*lE[Y2]9 < E[yp]?@/p
donc en passant & la puissance 1/26, on a

a R[22 < E[yP])V/P,
_ +oo
avec oy = C’% et C = 8/ 3e /24t
0

On prend oy, =1si p>2et o = oy sip € [1,2[. Par la 12 et la 15, on a le résultat.
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4 Une premiere conséquence

17. C’est du cours. Soit X,Y,Y],Y; € L%(Q), A\, p € R. On a

« P(X,AV1 4 pYz) = E[X(AY) 4 pY2)] = AE[XY] + pE[XY3] = Ap(X,Y) + pp(X,Y2) par
linéarité de I’espérance : ¢ est linéaire a droite

e (Y, X) = E[YX] = E[XY] = ¢(X,Y) : ¢ est symétrique. De plus, il est donc linéaire a
gauche.

o o(X,X)=E[X?] >0 par positivité de I'espérance, X? étant positif.

o »(X,X) =0 entraine E[X 2] = 0 donc X? est presque stirement constante égale & 0 : le sujet
confond étre constant et presque stirement constant donc X = 0.

Ainsi, ¢ est un produit scalaire sur L°(Q).

18. Soit w € RM . Alors il existe N € N tel que Vn > N, u, = 0. Ainsi,

N
Pu) = uiX;
=0

N N
donc 1 (u) est bien une variable aléatoire : son support est inclus dans H— > ul,> |u,]” donc
=0 =0

¥(u) € LO(Q).

Ensuite, avant de continuer, on remarque que ¢ admet (X;); comme famille orthonormée. En effet,
si k # £ pour tous k,¢ € N, X et Xy sont indépendantes donc p(Xj, Xy) = E[X;|E[X/,] = 0. Si
k =0, alors p(Xi, X;) = E[X?] = 1 (déja calculé a la question 10). Maintenant, soit u,v € RV,

Alors
+o0o +oo
u),P(v)) = E[p(u)yp(v)| = upve E| X Xy = URVE = (U, V).
e((u), ¥ (v)) = E[tp(u)y(v)] Mzzoke[ke] ];)kk {u, v)

=0k,¢

19. Soit ay, 8, obtenus dans 11 et 16. Alors soit X € ¢(R™). Alors il existe u € RM tel que ¢ (u) = X
et

1/p

+00 1/17 +00 1/2 +o0
1 Xl = (E [Z \UiXilpD < Bp (E [Z \uiX,-PD < by (E [Z !Uz‘XilpD = apBpl| X p-
i=0 Q11 o Q16 o

Ainsi, la norme p est équivalente & la norme 2, et ce, pour tout p € [1,4o00[. En particulier, par
transitivité, la norme p est équivalente a la norme ¢ pour tout p,q € [1, +o0l.

5 Une deuxieme conséquence

20. Soit (X;); suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de Rademarcher centrée.

k k
Soit f: (w1, ,ap) € R¥ Zaixi. Soit Y = f(Xq,--, Xk) = Z%’Xi- Alors

i=1 i=1

(v ) =D a? = B2

.
Il
—_

Ainsi, par la question 11 et 16, on a

k k
atll(ar, - an)ly” <ENY)) < Bill(ar, - a3
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k
Or, H X;(Q) = {-1,1}* donc
j=1

EfY[]=E[lf(X1,---, Xn)l]

k
= > P(O(ijfj)) |f(e1,- ,er)]

Tan_sfert
i (1, ex)E{—1,1}F

k k
ERD D | LI Rl e
(e1,ep)€{~1,1}F j=1 i=1

1 k
= 2. ok >_eiai

(e1,en)€{~1,1}F =1
1 k
(e1, er)E{—1,1}F li=1
Finalement, on a bien
k k k
arn|(ar, - ap)lly < > > eiai| < Binll(ar, - ar)ls -
(1, e )E{—1,1}F li=1
21. On pose F = T(R") avec
T: RF — R"
k
(al’.-- 7ak) — (Zai&) ’
1=1 (61,---,€k)€{71,1}k
On note désormais x au lieuw de (x1,- -+ ,x,) et a au lieu de (a1, - ,ax). Par linéarité de la somme,

T est linéaire. Par la question précédente, on a
n k
IT(a)[Y" = arnlall

donc demander T'(a) = 0 entraine que la norme de @ est nulle. Ainsi, T" est injective. Elle est donc
bijective de R* dans F ce qui fait que F est de dimension k. Maintenant, pour z = T'(a) € R™, on
a alors

le|" = IT@)F" 2 crnllall5".

Or, en reprenant les notations et calculs de la question précédente (on a repris (X;);, les (a;); et

Y),
k k S k 2
E[Y?] = > [[P(X;=¢)) (Z &ai) - - (Z 5iai>
(e1,ep)e{—1,1}F j=1 =1 (g1, er)€{—1,1}F \i=l1

b k 1
On reconnait alors a gauche Za? = (||lal[¥")? et & droite, —(||z||5")2. Ainsi,

; n

1=1

k n
arnllallz” = arv/nl|z|;

donc

n n
arv/nfzlly” < [lzf7
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T

Le méme calcul montre que
RTL n
lzlly < Buv/nlllly

Ceci étant vrai pour tout x € F', on a donc

Vo € Fiarv/n|z)y" < l|lz[f" < Biv/nllz]3".

KKk

FIN DU SUJET
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