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Formulaire Maths Spé

L’équipe pédagogique d’Optimal Sup Spé a le plaisir de vous offrir le présent formulaire de mathématiques. Un
grand merci a tous les professeurs qui y ont contribué. Retrouvez ci-dessous les théorémes et les formules les plus
importants de votre cours de mathématiques de deuxiéme année.

',
™

Point méthode

Utiliser le formulaire.

Ce formulaire est un outil pour vous permettre de réviser vos définitions, vos formules, ainsi
que les théorémes les plus importants du cours de deuxiéme année de prépa scientifique. Pour
travailler sur un chapitre, vous pouvez, dans l'ordre : 1/réviser les cours de vos professeurs
de prépa, 2/visionner les vidéos pédagogiques correspondantes d’Optimal Sup-Spé, et 3 /réviser
I’ensemble a 'aide du formulaire. En résumé, le formulaire ne vous dispense pas de bien connaitre
et comprendre votre cours ainsi que les démonstrations les plus importantes. Retrouvez les vidéos
pédagogiques d’Optimal Sup-Spé sur notre site internet : www.optimalsupspe.fr/cours-prepa,
sur notre application mobile Optimal Sup-Spé disponible sur les stores. Bon travail a toutes et
a tous.

Cours prépa Appli - Apple Appli - Android

Ofae0l Els

OPTIMAL SuP/SPE - 11, RUE GEOFFROY L' ANGEVIN 75004 PARIs - TEL : 01.40.26.78.78 - WWW.OPTIMALSUPSPE.FR
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ENSEMBLES, APPLICATIONS, SOMMES

Partition. {4}, ; est une partition de € si :
— Vi€ I, Az #* @,
— V(Z,j) € 12,i #], Al N Aj = @,
— U4 =9
i€l

Ensemble stable. A est stable par f si: f(A) € A, ie.si: Ve A, f(z) € A

Relation d’ordre. R est une relation d’ordre sur E si :

— R est réflexive : Vx € E, xRz,
— R est transitive : ¥(z,y) € E?, (xRy et yRz) = xRz,
— R est antisymétrique : ¥(x,y,z) € E3, (zRy et yRz) = x = y.

Relation d’équivalence. R est une relation d’équivalence sur E si :

— R est réflezive,
— R est transitive,
— R est symétrique : ¥(z,y) € E?, 2Ry = yRa.

Image directe. Avec f: E—> Fet AcE: f(A)={f(z)|ze A} ={ye F |3z e A, f(z) =y}
Image réciproque. Avec f : E > Fet Bc F: f~Y(B)={re FE| f(z) € B}.

Injections, surjections, bijections. Avec f : E — F :

— f est injective si : V(z,2') € E?, f(x) = f(2) = o = 2.

— f est surjective si: Vye F,Jx € E, f(x) = y.

— [ est bijective si elle est injective et surjective, i.e. si: Vy e F, Ilx € E, f(z) = y.

— Sif:E — Fetg:F — @ sont injectives (resp. surjectives, resp. bijectives), alors g o f est injective (resp.
surjective, resp. bijective)

2 _
2k = )

n(n+1) 2 nn+1)@2n+1) & o  (nn+1))
2 E 6 .k§1k3 a (> .

Sommes. > k=
k=1

Formule du binéme. Y(a,b) € C2,VneN, (a+b)" = > <Z> akon—k,
k=0

Addition. Pour tous réels a et b :

— cos(a + b) = cosacosb —sinasinb.
— cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.
— sin(a + b) = sinacosb + cosasinb.
— sin(a — b) = sinacosb — cosasinb.

Duplication. Pour tout réel x :

— sin(2z) = 2sinz cos .
— cos(2z) = cos’xz —sin®z = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’ z.

2tanz
— tan(2z) = T tan? 5 SO réserve d’existence (a savoir redémontrer, de méme que les formules ci-dessous).
—tan“z
T te de I 6. Avee f — tan & ) 2t 1—7:2t 2t
angente de I’arc moitié. Avec t =tan —, on a : sinx = ——, cosx = ——,tanz = .
& 2 1+1¢2 142 1—1¢2

Transformation de sommes en produits. Pour tous réels p et ¢ :

p+gq p—q
— cosp + cosq = 2cos 5 )eos| 5 )
_|_ —
— sinp +sing = 251n<p2q> cos<p2q>.
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STRUCTURES ALGEBRIQUES

Loi de composition interne. Une application = : F x EE — FE est appelée loi de composition interne sur F.
On note (F, *) 'ensemble E muni de la loi de composition interne *. E est I’ensemble sous-jacent de (FE, *).

Groupe. Un ensemble G muni d’une loi de composition interne # est un groupe si :

— la loi = est associative : V(z,y,2) € G3,(zxy) * 2 = z = (y * 2),

— G admet un élément neutre pour la loi * : Je € G,YVz e G,z xe =e*x = x),

— tout élément de G est inversible, i.e. admet un symétrique) pour la loi * : Vo € G,3z’ € G,x+a’ = 2’z = e.

Sous-groupe. H c G est un sous-groupe de (G, *) si :
— H contient I’élément neutre de G pour la loi #,
— H est stable pour la loi = (V(x,y) € H>,z xy € H),
— Yae H,a'eH.
Caractérisation d’un sous-groupe : H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si :

— H est non vide,
— V(z,y) e H*>,z+y~ e H.

Groupe commutatif. G est un groupe commutatif si la loi * est commutative : V(z,y) € G?,x xy = y * z.
La loi de composition est alors souvent notée +.

Groupe cyclique. Un groupe G est cyclique s'il est de cardinal fini (ie. admet un nombre fini d’élements), et
admet un générateur ge G : Ve G, IneN,x =g" o g" =g-g---g
—

n fois

Morphisme de groupe. f est un morphisme de groupes, ou homomorphisme, de (G, *1) sur (G, *2) si :
V(z,y) € G, f(x #1 y) = f(x) =2 f(y). On dit que f est un isomorphisme de groupe si f est de plus bijective.

Anneau. Un ensemble A non vide muni de deux lois de compositions internes + et * est un anneau si :

— (A, +) est un groupe commutatif,

— laloi = est associative et distributive par rapport a la loi + :Va,b,c€ A, ax(b+c) = asb+axc et (a+b)xc =
axc+bxc,

— A admet un élément neutre pour la loi *.

Anneau commutatif Un anneau est dit commutatif quand la loi multiplicative l’est.

Sous-anneau. B c A est un sous-anneau de (A, +,#) si :

— B est un sous-groupe de (4, +) :

— VY(z,y) € B?, (v + (—y)) € B (o (—y) désigne le symétrique de y pour la loi +)
— B est stable pour la loi * (V(z,y) € B>,z +y € B),

— B contient I’élément neutre de A pour la loi .

Idéaux. Une partie non vide I d’un anneau commutatif (A, +, %) est un idéal de A si :
— I est stable pour la loi +,
— Y(a,i) e Ax I, (axi)elet (ixa)el.

Intégrité. Un anneau (A, +, ) est dit intégre s’il est non nul (04 # 14 ie. A # {04}), commutatif et si :
V(a,b) € A2, axb=04 = a=040ub=04.

Corps. Un ensemble K non vide muni de deux lois de compositions internes + et * est un corps si :
— (K, +, *) est un anneau non réduit a {Ox}, ot {Ox} est élément neutre de K pour la loi +.

— la loi * est commutative,

— tout élément de K\{0x} admet un symeétrique pour la loi =.

Sous-corps. L ¢ K est un sous-corps de (K, +,*) si :
— L est un sous-anneau de (K, +, ),
— (L, +, #) est un corps.
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STRUCTURES ALGEBRIQUES : APPROFONDISSEMENT

Relation de congruence dans Z.

— Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les sous-ensembles nZ = {nk,| k € Z}, ot n € N.

— Soit n € N*, deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n si, et seulement si, a — b € nZ. On note alors
a = b modulo n.

— La condition précédente est équivalente a a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

— Sia=0bmodulo n et @' = modulo n alors —a = —b modulo n, a + a’ = b + b modulo n et aa’ = bb’ modulo
n.

Groupe (Z/nZ,+) et anneau (Z/nZ,+, x).

— La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

— La classe d’équivalence d’un entier k est définie par : cl(k) = {{ € Z | k = | modulo n}. On peut alors définir
l’ensemble des classes d’équivalence modulo n, noté Z/nZ = {cl(0),cl(1),...,cl(n — 1)}.

— L’ensemble Z/nZ est un groupe commutatif pour la loi + définie par cl(k) + cl(k¥') = cl(k + k).

— L’application 7 : k — cl(k) est un morphisme surjectif de (Z,+) dans (Z/nZ, +), appelé surjection cano-
nique.

— L’ensemble Z/nZ est un anneau commutatif pour la loi + définie par cl(a) + cl(a’) = cl(a + ') et la loi x
définie par cl(a) x cl(a’) = cl(aa’).

Sous-groupes engendrés par un élément.

— Etant donnés un groupe G et a € G, I'application ¢ : k — ka (en notation additive) ou k — a* (en notation
multiplicative) allant de Z dans G est un morphisme de groupe.

— L’ensemble Im(y) = {ka | k € Z} (en notation additive) ou Im(p) = {a* | k € Z} (en notation multiplicative)
est le sous-groupe engendré par a. On le note aussi (a).

— 1l existe un unique n € N tel que Ker(y) = nZ. Cet entier n est appelé ordre de 1’élément a.

— Sin =0, alors (a) est infini et isomorphe & Z. Sinon, (a) est cyclique, contient n éléments et est isomorphe a
Z/nZ.

— Les générateurs du groupe (Z/nZ,+) sont les classes d’équivalence cl(k), o k € Z est premier avec n.

Morphismes d’anneaux. Soit (A, +, x) et (B, +, X) deux anneaux.
— ¢ : A — B est un morphisme d’anneau si : p(14) = 1p et V(a,a') € A%, o(a + ') = p(a) + ¢(a’') et
pla x a') = p(a) x p(a’).
e Si A= B : p est un endomorphisme d’anneau.
e Si @ est bijective : ¢ est un isomorphisme d’anneau.
e Si A = B et ¢ est bijective : ¢ est un automorphisme d’anneau.
— Un morphisme d’anneau ¢ est injectif si, et seulement si, Ker(p) = {04}.

Idéaux d’un anneau commutatif. Soit (A, +, x) un anneau.

— Soit x € A, I’idéal de A engendré par x est défini par xA = {za | a € A}.
— Soit z,y deux éléments d’un anneau intégre A, on dit que x divise y si, et seulement si, yA < xA et on le note

Idéaux de Z et arithmétique dans Z. Soit a, b, c € Z.

— Les idéaux de Z sont exactement les nZ, ot n € N.

— L’ensemble aZ + bZ = {au + bv, (u,v) € Z?} est un idéal de Z dont I'unique générateur positif est appelé plus
grand commun diviseur (PGCD) de a et b et noté a A b.

— L’ensemble aZ N bZ est un idéal de Z dont 'unique générateur positif est appelé plus petit commun multiple
(PPCM) de a et b et noté a v b.

— Théoréme de BEZOUT. a A b =1 si, et seulement si : I(u,v) € Z? : au + bv = 1.

— Théoréme de GAUSs. Siaanb=1eta]bc, alors a]c.

Corps Z/pZ.

— cl(a) € Z/nZ est inversible pour la loi x si, et seulement si, a An=1.
— 7Z/pZ est un corps si, et seulement si, p est un nombre premier.
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Indicatrice d’Euler.

— On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction ¢ : N — N qui & n associe le nombre ¢(n) d’entiers dans
[1,n] premiers avec n.
— Calcul de l'indicatrice d’Euler d’un nombre entier :
e Si p est premier, alors p(p) = p — 1 et p(p*) = pF — pF~—L
e Sim An =1, alors o(mn) = p(m)p(n).

Morphismes canoniques d’anneaux.

— 1l existe un unique morphisme d’anneaux ¢ : Z — A défini par p(k) =k-1a=14+1a+ -+ 14.

k fois
— Ker(p) est un idéal de Z, donc 3!m € N, Ker(yp) = mZ. Cet entier m est appelé caractéristique de A et est
noté car(A).
— Factorisation canonique. Soit ¢ : Z — A un morphisme d’anneau et 7 la projection canonique de Z sur
Z/nZ. Si n est un multiple de car(A) (ce qui équivaut a Ker(w) < Ker(yp)), alors il existe un unique morphisme
$:Z/nZ — Atel que: gom = ¢.

Idéaux de K[X] et arithmétique dans K[X]. Soit K un sous-corps de C.

— Les idéaux de K[X] sont de la forme PK[X] = {PQ | Q € K[X]}, ou P € K[X].

— L’ensemble PK[X] + QK[X] = {PU + QV | (U,V) € K[X]?} est un idéal de K[X] dont I'unique générateur
unitaire est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) de P et @ et noté P A Q.

— L’ensemble PK[X] n QK[X] est un idéal de K[X] dont 'unique générateur unitaire est appelé plus petit
commun multiple (PPCM) de P et Q et noté P v Q.

— Théoréme de Bézout. P A Q =1 si, et seulement si : 3(U, V) € K[X]?, PU + QV = 1.

— Théoréme de Gauss. Si PAQ =1et P|QR, alors P | R.
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ARITHMETIQUE

Sauf précision, les notations a,b, q,r,u,v représentent toutes des entiers relatifs de l’ensemble Z.

Divisibilité. b est un diviseur de a s’il existe ¢ tel que : a = bg. On dit aussi "b divise a" ou "a est un multiple
de b" et on note b | a.

Division euclidienne. V(a,b) € Zx N* : 3l(q,r) e Zx [0, b—1],a = bg+r. On dit alors que : q est le quotient,
r est le reste, a est le dividende, b est le diviseur de la division euclidienne. b divise a si et seulement si : r = 0.

PGCD. Avec H = aZ + bZ et n = infH n Nx, n est le plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b. On note :
n=aAb Ona:

— (anb)rc=an(bnc),

— abAac=la| x (bAc).

PPCM. 1l existe un unique entier m tel que : m = min(aZ N bZ N N). m est le plus petit commun multiple
(PPCM) de a et b. Onnote : m=avb. On a:

— (avbd)arc=an(bvec),
— ab v ac = |a|(b v ¢).

Théoréme et algorithme d’EUCLIDE. Sia = bg+7,0ona:aAb=>bar. On itére cette relation pour déterminer
le PGCD de deux entiers, jusqu’a ce que le reste soit nul; le PGCD de a et b est alors le dernier reste non nul, comme
dans 'exemple suivant :

— 1463 =1 x 1078 + 385,
— 1078 = 2 x 385 + 308,
— 385 =1 x 308 4+ 77,
— 308 =4 x77+0.

ce qui permet de conclure ici que : 1463 A 1078 = 77.

Entiers premiers entre eux. a et b sont premiers entre eux si a A b = 1.

Théoréme de BEZOUT. Sid est un diviseur commun a a et b, avec: a = da’ et b = db/;alors: (d =a A b<ad A b =1).

Corollaires :
— (an(be)=1)<e(anb=1 et: anc=1),
—anrb=1<VY(n,p) e (N*? a" aAbP =1,
— abrac=lal A (bnc).

Algorithme de BEzouT. L’objectif de cet algorithme est d’écrire le PGCD de deux entiers en fonction d’une
combinaison linéaire de ceux-ci, comme dans ’exemple suivant :

— 77 =1x 385+ (—1) x 308,
— 77 = (1) x (1078 — 2 x 385) + 1 x 385 = (—1) x 1078 + 3 x 385,
— 77 =3 x (1463 — 1078) + (—1) x 1078 = 3 x 1463 + (—4) x 1078,

ce qui permet de conclure ici que : 77 = 1463 x 3 + 1078 x -4.

Théoréme de GAUSS. {a nb=

Nombres premiers. Un nombre p € N est dit premier si p admet exactement 4 diviseurs : 1, —1, p, et —p.
Tout entier naturel peut se décomposer en produits de facteurs premiers. Cette décomposition est unique a ’ordre des
facteurs prés.
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NOMBRES COMPLEXES

Exponentielle complexe. V0 € R, € = cosf + isin6.

Les deux écritures d’un nombre complexe non nul.

— z=a+ib=re? =rcosf +irsinf, avec (a,b,0) e R et r € R%.
i0 . . — 2
=rcosf —irsinf. 2z = |z|".

a b 0 b
— r=|z] =+va? + b2 cosf = —, sinf = —,tan - = :
r r 2 r+4+a

— Z=a—1ib=re"

Inégalité triangulaire. V(z,y) € C?, |z + y| < |z| + |y|.

Formule de MOIVRE. V0 € R, Vn € Z, (¢?)" = ¢™?. En particulier :

— V8 eR, VneZ, cosn = Re((cosh + isinf)™).
— V0 eR,VneZ,sinnd =Im((cos@ + isinb)").

Formules d’EULER. Pour tout réel 6 :

et0 4 =0
— cosf = ———
2
) 0 _ 6—19
— sinf = -
21

CONCOURS SCIENTIFIQUES

Fonction exponentielle complexe. Vz € C, exp(z) = eR¢ #e!I™ 2, Pour tous complexes z et 2’ :

— exp(z + 2) = exp(z) exp(%).

e exp(—z).

— exp(z) = exp(2).
— exp(z) = exp(?') © z = 2/ = 2im.

Groupe (U, x). On note : U= {z€ C, |z| = 1.}. U est un sous-groupe du groupe (C*, x).

i2m

Racines 7™ de I'unité, groupe (U, x). Avecn > 2 et w = e'™ :

— Racines. L’ensemble des racines ni°™° de 1 est I'ensemble U,, = {wk — e ke [0, n— 1]]} U,, est un

sous-groupe du groupe (C*, x). Si z est racine de 1'unité, z 'est aussi.

n- j2k=
— Somme. Y, e'"n =0.
k=0

n—1
2km

— Produit. kHO et = (=1)n L

Racines 7™ d’un complexe non nul. Avec n > 2 et z = re*? :

0+2km

— Racines. L’ensemble des racines ni®™® de z est I’ensemble {{‘/Fei w L ke[[0,n—1 ]]}

— Somme. La somme des racines n'*™¢ de z vaut 0.

— Produit. Le produit des racines ni®™® de z vaut (—1)""!z.
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POLYNOMES

n
Définitions. Si P = P(X) = Y ax X" avec a,, # 0, P est de degré n, de coefficient dominant a,,, de mondéme de
k=0
plus haut degré a,, X™ et de coefficient constant ag.

Racines, ordre de multiplicité.

— A est racine de P < P(\) =0 < (X — \) divise P.
— X est racine de P d’ordre de multiplicité k < ((X — X)¥divise P et (X — A)**! ne divise pas P).
— X est racine de P d’ordre de multiplicité k < (Vie [0, k — 1P () = 0 et PFI(X) # 0)).

Théoréme de D’ ALEMBERT. Tout polynoéme non constant de C[X ] admet au moins une racine complexe. Co-
rollaire : tout polynome de degré n admet exactement n racines complexes, en tenant compte des ordres de multiplicité.

Polyndémes irréductibles.

— Un polynome P est irréductible dans K[X] si P n’admet aucun diviseur trivial (i.e. les constantes non nulles
et les multiples non nuls de P) dans K[X].

— Les polynomes irréductibles dans C[X] sont les polynomes de degré 1.

— Les polynomes irréductiles dans R[X] sont les polynomes de degré 2 n’admettant aucune racine réelle et les
polynémes de degré 1.

— Tout polynome unitaire s’écrit de fagon unique (& ’ordre prés) sous forme de produit de polynémes irréductibles
(eux-mémes unitaires).

n
Polynomes scindés. Un polynome P est scindé sur K §’il s’écrit sous la forme : P(X) = « kI:II(X — Ag), ol «v et

les \; sont éléments de K. On dit que P est scindé a racines simples si les A, sont distincts. Dans C[X ], tout polynéme
non constant est scindé sur C.

Décomposition d’un polynéme dans C[X]. Si P a pour coefficient dominant «, pour racines A1, Aa, ...\,
p

d’ordres de multiplicité respectifs a1, aa, ...y, alors : P(X) = « klill(X — Ag) k.

Décomposition d’un polynéme dans R[X]. Si P a pour coefficient dominant «, pour racines réelles A1, Ag, ... Ap,

d’ordres de multiplicité respectifs aq, g, . . . ap, et pour racines complexes conjuguées (i1, (1, (2, (12, - - - 5 fms o, d’ordres
P m Bk
de multiplicité respectifs (1, B2, . .. Bm, alors : P(X) = a[kﬂl(X - )\k)o‘k] [kHI (X2 —2Re (ux) + |Mk|2) 1

n X _ k
Formule de TAYLOR pour les polynémes. Vne N, VP e C,[X],Vae C, P(X) = Z %P(’“) (a).
k=0 '

Polynémes d’interpolation de LAGRANGE.

— Pour tout n € N*| pour toute n-liste (z1, 22, ..., z,) d’éléments distincts de C et pour tout j € [ 1, n]], il existe
un unique polynéme L; € C,_1[X] tel que : Vie [1, n], L;(z;) = J; ;.
X —uz
— Vje[l,n],L;(X) = II *. La famille (L;)1<i<y) forme une base de C,,_1[X].
1<i<n,i#j Tj— X
— Pour tout n € N* pour toute n-liste (z1, 22, . .., z,) d’éléments distincts de C et pour toute n-liste (y1,y2, .- -, Yn)

d’éléments de C, il existe un unique polynéme P € C,_1[X] tel que : Vie [[1, n], P(x;) = y;.

— Cet unique polyndme est égal a4 : P(X) = ZyiLi.
i=1
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SYSTEMES LINEAIRES, MATRICES

Notations. On note ., ,(K) ensemble des matrices a n lignes et p colonnes. (4, ,(K),+,.) est un K-espace
vectoriel. (#,(K), +, x) est un anneau non commutatif (i.e. : il existe A et B telles que AB # BA), et non intégre
(i.e. il existe A et B non nulles telles que AB = 0_4, (k))-

Produit. Si A = (a; ;) € #nm(K) et B = (b; ;) € Mm p(K), alors, en notant C = AB = (¢; ;) € My »(K), on a :
Vi, j)el[l.n] x[1,plcij = > aikbk,;.
k=1

n
Formule du binéme. V(A, B) € #,(K)?/AB = BA,YneN,(A+ B)" = Y, (Z) Akpn=k,
k=0
Systémes linéaires. Soit (S) : AX = B un systéme linéaire d’inconnue X € .#,1(K), ou A € A4, ,(K) et
Be %n,l(K)

— (S) est homogeéne si B = 0.

— (8
— (S
— (9) est impossible 8'il n’admet aucune solution.

(S) est de CRAMER g’il admet une unique solution.

)
)
) est indéterminé s’il admet plusieurs solutions.
)
)

Transformations élémentaires. Les transformations élémentaires suivantes transforment un systéme (resp. une
matrice carrée) en un systéme équivalent (resp. une matrice équivalente) :

— T'ajout d’un multiple d’une ligne & une autre ligne (L; < L; + AL;, ou Ae K et ¢ # j),
— la multiplication d’une ligne par une constante non nulle (L; «— aL;, ot a € K*),
— Déchange de deux lignes : (L; < L;).

Transposée. "4 est la matrice obtenue a partir de A en intervertissant les lignes et les colonnes. On note aussi :
t T
A= A",

Matrices inversibles : définition. A € .4, (K) est inversible s’il existe B € .#,(K) telle que AB = BA = 1I.

Matrices inversibles : caractérisations. A € ., (K) est inversible si, et seulement si I'une de ces conditions
équivalentes est réunie :

— dBe #,(K),AB=1ou BA=1.

— il existe une suite de transformations élémentaires sur les lignes de A menant & une matrice inversible (en
particulier : & une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls),

— A est la matrice représentative d’un isomorphisme,

— A est un produit de matrices inversibles - et on a alors, si A = PQ : A™' = Q7 'P!,

-1
— "4 est inversible - et on a alors : (tA) = tA*l,
— A est une matrice de passage,
— pour toute matrice colonne B € ., 1(K), le systéme AX = B est de CRAMER.

— le systéme AX = 0 admet X = 0 pour unique solution,
— det A # 0 (voir le FORMULAIRE Déterminants).

Rang d’une matrice. Soit 4 € ., ,(K).

— Le rang de A est le nombre de pivots de la réduite échelonnée par lignes de la matrice A (matrice obtenue par
suite de transformations élémentaires selon la méthode de GAUSS).

— Si A représente un endomorphisme f, alors : rg A = rg f = dimIm f.

— g t4 = rg A.

— Les transformations élémentaires sur les lignes (resp. colonnes) de A conservent le rang de A (et, en particulier,
son caractére inversible ou non, s’il ’agit d’une matrice carrée).
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ESPACES VECTORIELS

(E, +, .) désigne un K- espace vectoriel. Les éléments u; sont éléments de E et les \; sont éléments de K.

Sous-espace vectoriel. F' est un sous-espace vectoriel de (E,+, .) si F < E, si F # &, et si F est stable par loi
+ et par la loi ., i.e. si: V(u,v) € E2,V(\, u) € K2, (\u + pv) € E. En particulier, sont des sous-espaces vectoriels de
E : tout espace s’écrivant sous forme Vect(uy, ..., u,), Kerf (si f est une application linéaire définie sur E) ou encore
Imf (si f est une application linéaire a valeurs dans E).

Combinaison linéaire. On dit que u est combinaison linéaire de w1, ug, ..., u, s'il existe une n-liste (A1, Aa, ..., Ay) €
n

K™ telle que : u = Z)\iui. L’ensemble des combinaisons linéaires de g, ug, ..., u, est noté Vect(uy,uz, ..., un) et est
i=1
un sous-espace vectoriel de FE.

Famille libre. (ug,usg, ..., uy,) est une famille libre de E si: V(A\1, g, ..., \p), Z)‘iui =0=Vie[l,n], N =0.

i=1
Famille liée. (u1,us,...,u,) est une famille lite de E' si ce n’est pas une famille libre de F, i.e. si au moins un
des éléments de cette famille est combinaison linéaire des autres.
n
Famille génératrice. (uy,us,...,u,) est génératrice de E si: Vu € E, (A1, Az, ..., \p),u = Z)‘iui'
=1
Base. (u1,us,...,uy,) est une base de E si c’est une famille libre et génératrice de F, i.e. si :

Yu e Ej7 3!()\1,/\2, .. .,/\n),u = Z )\Zuz
i=1

1=

Liens en dimension finie. Si F est de dimension finie n :

— Toute famille libre de E admet au maximum n éléments (on dit dans ce cas qu’elle est maximale). Toute famille
libre et maximale de E est une base de E.

— Toute famille génératrice de E admet au minimum n éléments (on dit dans ce cas qu’elle est minimale). Toute
famille génératrice et minimale de E est une base de E.

Théoréme de la base incompléte. Si (ug,ug, ..., u,) est une famille libre de E, alors on peut la compléter en
une base (uy,uz,...,u,) de E.

Sommes, sommes directes. La somme de deux s.e.v. F'et G de E est donnée par: F+G = {z +y, x € F, y € G}.
La somme F' + G est directe si tout élément de ' + G se décompose ainsi sous forme x + y de fagon unique. F' et G
sont en somme directe si et seulement si F' n G = {0}. On note alors : F + G = F®G.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires. F et G sont supplémentaires dans E (et 'on note F@® G = E) si
l'une de ces conditions équivalentes est remplie :

— Vee E,I(y,2) e F x G,z =y+ z,

— FnG={0}et F+G=EFE,

— F et G sont respectivement le noyau et 'image d’un projecteur p de E,

— F =Ker(s — id) et G = Ker(s + id), ou s est une symétrie de E,

— FnG={0} et dimF + dimG = dim E,

— la juxtaposition d’une base de F' et d’une base de G est une base de F,

les deux derniéres caractérisations n’étant applicables qu’en dimension finie.
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APPLICATIONS LINEAIRES

FE et F désignent deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F.
Définition. f est linéaire si : V(u,v) € B2, V(\, u) € K2, f(Qu + pv) = A f(u) + pf(v).
Noyau. Kerf = {u€ FE, f(u) = 0}. Kerf est un s.e.v. de E. Kerf = {0} < f est injective.

Image. Im f ={ve F,3ue E, f(u) = v} = {f(u),ue E}. Im f est un s.e.v. de F, et : Im f = F < [ est surjec-
tive. Si E est de dimension finie et a pour famille génératrice (u1,ua,...,uy,), Im f = Vect(f(uyr), f(u2), -, f(un)).
Remarque : la famille (f(uq), f(u2),- -, f(u,)) n’est pas nécessairement libre.

Formule du rang. Si E est de dimension finie : dimKerf + dimIm f = dim E.

Propriété. Si E et F sont de méme dimension finie : f est injective < f est surjective.

Droites, plans, hyperplans.

— Un s.e.v. de E est une droite s’il est de dimension 1, un plan s’il est de dimension 2, un hyperplan s’il est le
supplémentaire d’une droite dans E. Si E est de dimension finie, un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel
de F de dimension n — 1.

— Tout vecteur non nul d’une droite vectorielle en forme une base.

— Les noyaux des formes linéaires non nulles sur E sont les hyperplans de FE.

Endo-, iso-, automorphismes.

— f est un endomorphisme de E si f est linéaire de F dans E.
— f est un isomorphisme de E si f est linéaire et bijective de E dans F.
— f est un automorphisme de E si f est linéaire bijective de E dans FE.
— f est une forme linéaire sur F si f est linéaire de ¥ dans K.

Caractérisation des isomorphismes. f est un isomorphisme de F dans F' si et seulement si I'une de ces
conditions équivalentes est remplie :

— YveF,3luekE, f(u) =v.

— Il existe g, linéaire de F' dans F, telle que fog =1idp et gof = idpg.

— [ est injective (Kerf = {0}) et f est surjective (Im f = F).

Si E et F sont de méme dimension finie, f est un isomorphisme si, et seulement si :

— f est injective ou surjective, les deux propositions étant alors équivalentes.

— f transforme une base de E en une base de F.

— f transforme toute base de E en une base de F'.

— la matrice représentative de f dans une base quelconque de E est inversible.

Projecteurs. Soient E; et Fs deux s.e.v. supplémentaires dans F. Tout élément de E s’écrit sous forme x; + xo,
ot r1 € Fy et x5 € Fs. La projection p sur E parallélement a Ey associe & tout © € F¥ sa composante x1 € 1. On a :

— Kerp=Fs, Im p = FEj et ainsi : Kerp®Im p = F.
— Ker(p —id) = E; et Im (p — id) = Es, et ainsi : Ker(p —id) @ Im (p —id) = E.
— p est un projecteur si et seulement si p est linéaire et vérifie pop = p.

Symeétries. En conservant les notations précédentes, la symétrie s d’axe Fs associe a tout x € E écrit sous forme
T =1 + T9, 'élément x; — z9. On a :

— Ker(s —id) = Ey, Ker(s + id) = Es et ainsi : Ker(s — id) @ Ker(s + id) = E.

— Im (s —id) = E et Im (s + id) = E1, et ainsi : Im (s — id) ®Im (s + id) = E.

— s est une symeétrie si et seulement si s est linéaire et vérifie s o s = id.
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DETERMINANTS

Déterminant d’une matrice carrée. Le déterminant, noté det, est I'unique application f définie sur ., (K)
dans K telle que :

— [ est linéaire par rapport & chacune des colonnes de sa variable, i.e : pour toute matrice M = (C1,...C,), ol
les C; sont les colonnes de M D'application qui a X € .4, 1(K) associe f(C4,...,Cp, X,Cpy1,...,Cy) est linéaire.

— [ est antisymétrique par rapport & chacune des colonnes de sa variable, i.e : pour toute matrice M = (C1,...C,,),
Iimage par f d’une matrice obtenue en permutant deux colonnes de M est égal a — f(M).

7 f(In) =1

Propriétés. Soient (A, B) € #,(K)? et A\e K. On a :
— det AB = det BA = (det A)(det B).

— det(AA) = A" det A.

— det "A = det A.

1
— A est inversible < det A # 0, et on a alors : det A~ = ——.
det A

Déterminant d’une famille de vecteurs. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, Z une base de F,
(u1,usg,...,u,) une famille de vecteurs telle que pour tout i € [ 1, n ]|, u; soit représenté par C; dans la base . On
appelle déterminant de (uq,usg,...,u,) dans la base £, le déterminant de la matrice A = (C1,...,Cy).

Invariance par changement de base.

— Le déterminant ne dépend pas de la base choisie.
— Si A et B sont semblables, alors : det A = det B.

Déterminant d’un endomorphisme. Si f € Z(F), on note det f = det A, ou A représente f dans n’importe
quelle base de E. Si f et g sont deux endomorphismes de E, on a alors :

— det(fog) = det(gof) = (det f)(det g).
— det(A\f) = A" det f.

1
— f est un isomorphisme < det f # 0, et on a alors : det f~! =

det f~
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

K désigne un corps infini, F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N, u € L(F) un endomorphisme de F et
A € M, (K) la matrice de u dans une certaine base.

Valeurs propres.

— X € K est une valeur propre de u §’il existe € E non nul tel que u(x) = Az. x est alors un vecteur propre de u
associé a .

— Le spectre de u est ’ensemble de ses valeurs propres.

— Il y a au plus n valeurs propres distinctes en dimension n.

— wu et A ont méme spectre.

— Si L est un corps contenant K, alors le spectre de A sur I contient le spectre de A sur K.

— Si K = C, le spectre de u est non vide.

— A et "A ont méme spectre, mais pas les mémes sous-espaces propres.

Sous-espaces propres.

— Le sous-espace propre de u associé & X est Ker(u — Aidg).

— Une droite vect(z) (z # 0) est stable par u si et seulement si  est un vecteur propre de w.
— Des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
— Si f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g.

Polynémes d’endomorphismes.

d d
: k k k
Si P kgoakX , on pose P(u) kgoaku , avec u” = u ok fOiSo u.
— ®,: K[X] — L(F); P —> P(u) est un morphisme d’algébre : on a (P + AQ)(u) = P(u) + AQ(u) et
(PQ)(u) = P(u) o Q(u), mais attention P(u + Av) # P(u) + AP(v) et P(uov) # P(u) o P(v).
— L’idéal des polynomes annulateurs de u est Ker ®,, il est engendré par le polynome minimal de u m,. On a :
P(u) =0pp) == 7| P.
— K[u] = Im ®,, est une algébre commutative : pour tous P, Q € K[X], P(u) et Q(u) commutent.

Polynéme minimal.
— Le polynéme minimal de u est 'unique polynéme unitaire 7, tel que : VP € K[X], P(u) =0 < m, | P.
— Les racines de 7, sont exactement les valeurs propres de u.
— Si m, est de degré d, alors (id,u,...,u?"") est une base de K[u].
k
— Lemme de décomposition des noyaux : si P = l_IlPi et que les P; sont premiers entre eux, alors :
i

k
Ker P(u) = @ Ker P;(u).
i=1
Polynéme caractéristique.
— Le polynéome caractéristique 4 de A est x4 = det(XId — A) = X" —tr(4A) X" 1 + ... 4+ (=1)"det(A). On pose
Xu = XA : le polynéme caractéristique est indépendant de la base.
— Les racines de yx, sont exactement les valeurs propres de u.
n n
— Si xy est scindé sur K, tr(u) = Y, \; et det(u) = 1_[1 i
i=1 i=

— Pour toute valeur propre A de ujl < dim Ker(u — Aid) < ) la multiplicité de A dans x,,.
— Théoréme de Cayley-Hamilton : 7, | Xu, i.e. Xu(u) = 0.

Diagonalisation.

— u (et A) diagonalisable < E = @ Ker(u—Aid) < il existe une base de vecteurs propres de u < A
AeSp(u)
est semblable & une matrice diagonale.
— wu diagonalisable <> m, scindé a racines simples <= x,, est scindé et pour toute valeur propre A, dim Ker(u—

/\ld) = Q).

Trigonalisation.

— u (et A) trigonalisable <= A est semblable & une matrice triangulaire.
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— wu trigonalisable <= m, scindé <= x, est scindé. En particulier, v est toujours trigonalisable sur C.

Similitude.

— Deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables s'il existe une matrice inversible P, dite de changement de base,
telle que B = PAP~!. A et B sont alors les matrices d’un méme endomorphisme dans des bases différentes.

— La similitude est une relation d’équivalence.

— Le spectre, le polynéme caractéristique, le polyndéme minimal, la trace et le déterminant sont des invariants de
similitude. Ce n’est pas le cas des sous-espaces propres.

Nilpotence.

— u nilpotent <= il existe k € N tel que u¥ =0 <= il existe k€ [0, n] tel que u* = 0.

— wu nilpotent <= wu trigonalisable et Sp(u) = {0}.

— wu est nilpotent si et seulement si sa matrice représentative (dans une base quelconque de E) est semblable a
une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
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ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

FE désigne un R-espace vectoriel.

Produit scalaire. {.|.) (que l'on peut aussi noter (.|.)) est un produit scalaire sur E si {.|.) est une application
de E? qui est :

— symétrique : Y(u,v) € B2, (u|v) = (v |u),

— bilinéaire : V(u,u’,v) € B3, YA € R, (u + M |v) = Xu|v) + U | v),

— définie-positive : Yu e E, (u|uy >0 et: ((u]uy=0=u=0).

On appelle alors norme de u associée a ce produit scalaire la quantité : ||ul| = \/W

(E,{.|.)) est alors appelé espace préhilbertien. Il est dit euclidien si E est de dimension finie.

Produits scalaires usuels.

n
— Si, pour tous z = (z1,Z2,...,2,) E R" et y = (Y1,Y2,...,Yn) € R", O(x,y) = > z;y;, alors ¢ est un produit
i=1
scalaire sur R™ appelé produit scalaire canonique de R”.
n
— Si, pour tous X = (z1,%9,..., %) € Mn1(R) et Y = (y1,Y2,..,Yn) € Mpn1(R), D(X,Y) = ‘XY = Z ZiYi,

=1

alors @ est un produit scalaire sur ., 1(R) appelé produit scalaire canonique de A, 1(R).
— Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b] et si ®(f, g) J f(®)g(t) dt, alors ® est un produit scalaire

sur C%([a,b],R) appelé produit scalaire canonique de C°([a,b],

Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et cas d’égalité.
— Y(u,v) € B2, [Cu | v)] < [lul|lv]
— Y(u,v) € E2, (|[{u|v)| = ||ul|||v]]) == (u et v colinéaires).

Orthogonalité.

— w et v sont orthogonaux si : (u|v) =0. On note : u L v.

— Deux sous-espaces vectoriels de E notés F' et G sont orthogonaux si : ¥(u,v) € F' x G, (u|v) = 0.
— L’orthogonal de F dans F est FX={ue E|Yve F,u lv}.

— F et F+ sont en somme directe. Ils sont méme supplémentaires dans E si F est de dimension finie.

Projecteur orthogonal.

— p est un projecteur orthogonal si Kerp = (Im p)*. p projette sur Im p parallélement & Ker p.

— Six e E alors y est le projeté orthogonal de z sur I'espace vectoriel F'si:ye F et: (r—y)e F*.

— Caractérisation métrique du projeté orthogonal : le projeté orthogonal minimise la distance : ye F' et: Vze
Fllz =yl < [lv—2].

Bases orthogonales et orthonormales.

— Une base (ug,us,...,u,) de E est orthogonale si tous les vecteurs qui la composent sont deux a deux orthogo-
naux.
— Une base (ug,us,...,u,) de E est orthonormale si elle est orthogonale et que ses vecteurs sont tous unitaires

(i.e. de norme égale a 1).

n
— Siwue FE etsi(up,ug,...,u,) forme une base orthonormale de E, alors : u = > {(u | u;)u;.
i=1
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS : APPROFONDISSEMENT

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel.

Supplémentaires orthogonaux.

— Soit F une partie de E. On définit 'orthogonal de F par : F+ = {z € E|Vy € F, (z|y) = 0}.
— Soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F @ F+ = E, alors F- est le supplémentaire orthogonal de F.
— Si F' est un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie, alors il admet un supplémentaire orthogonal.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie.

— Soient F un sev de E de dimension finie et F'* son supplémentaire orthogonal. Alors tout élément x € E s’écrit
de maniére unique sous la forme zp + zp. € F @ F' et ’endomorphisme défini par pr : E — E tel que
pr(xr + xpL) = xp est appelé projection orthogonale sur F.

— Caractérisation métrique. Le projeté orthogonal de = € E sur F' est I'unique vecteur f € F vérifiant :
|z — f| = mingep |z — y|. On a alors (théoréme de PYTHAGORE) : |z|? = | f]|? + | — f|*.

P

— Soit (e1, €2, ..., €,) une base orthonormale de F, Vx € E,pp(x Z (x]ex)ex

n
— Inégalité de BESSEL. Soit (f1, f2, ..., fn) une famille orthonormale d’éléments de E. Ona: Vz € E, Z (z|fr)? <
k=0
8

Suites totales.

— Une suite (ay),,oy de vecteurs de E est totale lorsque le s.e.v. Vect({a, | n € N}) est dense dans FE.

— (an), oy est une suite totale si et seulement si : Vect({a, |n € N})* = {0z}.

— Caractérisation des suites totales. Une suite (a,), d’éléments de E est totale si et seulement si pour tout
x € E, la suite des projetés orthogonaux de x sur Vect(ag, a1, ..., an) (n € N) converge vers z.

— Caractérisation des suites orthonormales totales. Une suite orthonormale (e,), d’éléments de E est
totale si et seulement si pour tout = € E, la série Y.(z|e,)? converge de somme |x?.

Endomorphisme symétrique.

— Un endomorphisme u de E est dit symétrique lorsque : V(z,y) € B2, (u(x)|y) = (z|u(y)).
— L’ensemble des endomorphismes symétriques est noté S(F) et est un sous-espace vectoriel de L(E).

Si dim(E) = n, alors dim(S(E)) = “0F D).

— Caractérisation matricielle. Un endomorphisme est symétrique si, et seulement si, sa matrice exprimée dans
une base orthonormale est symétrique (elle est sa propre transposée).

— Siue S(E), alors Im(u) = Ker(u)*

— Soient u € S(F) et F un sev stable par u. Alors F'- est aussi stable par u.

Projecteur symétrique.

— Un projecteur p est un endomorphisme de E qui vérifie p? = p.
— Un projecteur p est symétrique si et seulement si c’est une projection orthogonale : il existe un sous-espace F'
de E tel que F @ F* = E et p projette sur F parallélement a FL.

Théoréme spectral. Soit u € S(E).

— Les valeurs propres de u sont réelles.

— F est en somme directe orthogonale des sous-espaces propres de wu.

— De méme, il existe une base orthonormale diagonalisant .

— Matriciellement : si A est une matrice symétrique réelle est diagonalisable, et il existe une matrice oorthogonale
P et une matrice diagonale réelle D telles que A = PDP~! = PD'P.
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SUITES REELLES

Suites arithmétiques. Si (uy),,oy est arithmétique de raison r a partir du terme u,, alors :
— Vn 2D, Up = Up + (n—p)?‘,

— Vn=p Yu=(Mn—p+1)
k=p 2

Up + Uy

Suites géométriques. Si (uy), oy est géométrique de raison ¢ a partir du terme wu,, alors :
— Yn = p,uy = ¢ Puy,
i 1— q’l’prJrl
— Sig#1l:VYn=p U = u =
,k:p b 1- q 1- q

Up — Un+1

Définition de la convergence. (uy), .y converge vers £ si: Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u, —{| <e.

Théorémes de convergence les plus importants.

— Théoréme de la limite monotone. Toute suite croissante admet une limite finie ou égale & +00. Toute suite
croissante et majorée converge vers sa borne supérieure. Résultats analogues pour les suites décroissantes.

— Théoréme de I’encadrement (dit : "des gendarmes"). Si a partir d’un certain rang : u, < v, < w,, et
si (Un),en €6 (Wn), oy convergent vers une limite commune ¢, alors (v,,), . converge vers /.

— Théoréme de prolongement des inégalités. Si a partir d’un certain rang : u,, < vy, et si (un),,cy €t (vp)

’

neN
. a
convergent respectivement vers £ et ¢, alors : £ < £

Comparaison de suites.

— Suites négligeables. (uy,), .y est négligeable devant (vy,),,cy;

no € N tel que pour tout n > ng : u, = €,v,, o : &, ——> 0.
n—oo
— Suites équivalentes. (u, est équivalente a (v, et 'on note u ~ v ou u,, ~ vy, Si u, — v, = o(v,), i.c.
neN q neN? ’ 3

s’il existe ng € N tel que pour tout n = ng : u, = h,v,, ot : hy, —— 1.
n—0o0

et on note u = o(v) ou u, = o(vy), s’il existe

Equivalents usuels. Si u,, —— 0, alors :
n—oo

— In(1 + up) ~ Up,
— e — 1~ uy,,
— (T4 up)®*—1~ auy,
— sinu, ~ Uy,

u2

— cosup —1 ~—-L

5
Suites définies par u, 11 = [(u,). Si: Vn €N, u,11 = f(u,), alors :

— Si f est croissante, (uy,),,y €st monotone : croissante si ug < u; et décroissante dans le cas contraire.
— Si f est décroissante, (ugp)nen €t (U2,+1)nen sont monotones de sens de variation contraires.
— Si f change de variations, on peut parfois se ramener a un intervalle I stable par f contenant tous les termes
R . X .
de (un),cn & partir d'un certain rang, sur lequel f soit monotone.
— Si (un),cy converge vers £ € R et si f est continue en ¢, alors : £ = f({).

Sommes de RIEMANN. Si f est continue sur [a, b], alors :
b

b—a" b—a
— 5y = 2f(a+k )—» f(t) dt.
k=0 "

n n— oo a

b—a <

n

— 8, =

n n—o0 a

b
f(a+kb_“> —— | f@)at.
1

k=

1 n—1loun L 1
En particulier poura =0etb=1: — Z f<) — | f(¢)dt.
n k=0oul n noe 0
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FONCTIONS USUELLES

i} Remarque
| Les propriétés les plus élémentaires des fonctions valeur absolue, exponentielle et logarithmes, issues du cours

de Terminale, ne sont pas reprises ici.

Partie entiére.

— FE(x) est P'unique entier relatif tel que :  — 1 < E(z) < z. On note aussi : E(z) = Ent(xz) = |z| = [z]. Pour
tout réel z : E(x) <z < E(z) + 1.
— La fonction partie entiére est continue en tout point de R\Z et continue a droite en tout point de Z.

Valeur absolue.

— Vz e R, |z| = maz(z,0) + maz(—z,0).

— Y(a,b) € R?, maz(a,b) = %‘G_b‘.

Exponentielle, logarithmes, puissances.

— Lorsque h est au voisinage de 0 : e® = 1+ h + o(h).
— Lorsque h est au voisinage de 0 : In(1 + h) = h + o(h).
— VzeR%,VyeR,a¥ = evne,

Fonctions cos, sin, tan. Voir le formulaire de trigonométrie.
Fonctions Arccos, Arcsin, Arctan.

— La fonction cos induit une bijection croissante de [0, 7] sur [—1,1]. La réciproque de cette restriction est la
fonction Arccos définie par : pour tout y € [—1,1], Arccosy est I'unique z € [0, 7] tel que : cosx = y.

T
5] sur [—1, 1]. La réciproque de cette restriction est la

fonction Arcsin définie par : pour tout y € [—1,1], Arcsiny est 'unique z € [—g7

— La fonction sin induit une bijection croissante de [—5,
™

2] tel que : sinz = y.

T
— La fonction tan induit une bijection croissante de ]75, 5[ sur R La réciproque de cette restriction est la

fonction Arctan définie par : pour tout y € R, Arctany est 'unique x € R tel que : tanx = y.

1 1 1
— Vz €] —1,1[, Arccos'(z) = Vit Vz €] — 1,1[, Arcsin’(z) = Wiper Vz € R, Arctan’(x) = el

Fonctions ch, sh, th. Voir le formulaire de trigonométrie.

Fonctions Argch, Argsh, Argth.

— La fonction ch induit une bijection croissante de Ry sur [1,+00[. La réciproque de cette restriction est la
fonction Argeh : Vy € [1,+oo[, Argchy =z € R, /chz =y.

— La fonction sh est une bijection croissante de R sur R. La réciproque de cette restriction est la fonction Argsh :
Vy e R, Argshy = x e R/shz = y.

— La fonction th induit une bijection croissante de R sur | — 1, 1[ La réciproque de cette restriction est la fonction
Argth : Vy €] — 1,1[, Argthy = z € R/tha = y.

1
Vo €] — 1,1[, Argth’(z) =

— Vz €]1, +oo[, Argeh'(z) = =1
—x

, Vo e R, Argsh’(z) =

1 1
Va? -1 V1t a2
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FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

Limite finie en un point. lim f(z) =< Ve > 0,3a > 0,Vz € Dy, |v — 9| < a = |f(z) — (| <e.

T—Xo

Limite infinie en un point. lim flx) =+ < VA>0,3a >0,V e Dy, |z — x| <a= flz) > A
Zo

Limite finie en +o. lim f( )—Z@VA>O,EI&@OER,Vace’Df,x>x0:>|f(x)—€|<5.

r—+00

Limite infinie en +o0. 111J1r1 f(z) =+0<VA>0,3z0 e R, Ve e Dy, x> xp = f(z) > A.
T—T 00

Définitions analogues pour des limites en un point a gauche, a droite, ou en en —o0, ou des limites égales & —o0.

Caractérisation séquentielle. lim f(x) = £ si et seulement si, pour toute suite (uy), oy telle que : lim u, = a,

T n—+aoo

la suite (f(un))nen converge vers /.

Croissance.

— f est croissante sur I si: V(z,y) € I2, (z <y) = f(z) < f(y).

— [ est strictement croissante sur [ si : V(m,y) el? (x<y)= f(z) < f(y).
Définitions analogues pour une fonction décroissante (resp. strictement décroissante).

Théoréme les plus importants sur les limites.

— Théorémes de la limite monotone. Toute fonction croissante sur |a, b[ admet en a une limite a droite, finie
ou égale & —o0; en b une limite & gauche, finie ou égale & +00; et en tout point zy €]a, b[, une limite finie &
droite et une limite & gauche. Résultats analogues pour les fonctions décroissantes.

— Théoréme de ’encadrement (dit "des gendarmes"). Si au voisinage de zg : f(z) < g(x) < h(x), et si les
fonctions f et g admettent une limite finie commune ¢ en g, alors la fonction g admet pour limite ¢ en zy.

— Théoréme de prolongement des inégalités. Si pour tout x est au voisinage de zg : f(z) < g(x), et si les
fonctions f et g admettent en xg des limites finies, respectivement égales a £ et ¢, alors: 0 < /.

Comparaison de fonctions.

s’il existe

()()

— Fonctions négligeables. f est négligeable devant g au voisinage de x, et 'on note f(z) = o(g(x)),
un voisinage V de zg et une fonction € : YV — R, de limite nulle, tels que pour tout = € V, f(z) = e(x

— Fonctions équivalentes. f est équivalente a g lorsque au voisinage de xg, et l'on note f(x ) g(z), s
h(z

)()

f(z) — g(x) = o(g(x)), ie. 8l existe un voisinage V de zg tel que pour tout x € V, f(z )
lim h(z) = 1.

T—T0o

Equivalents usuels.
— In(1 + z) S

— Inu~u—1.
1

— e -1 Hm
— (1+x)a—13aa§.
— sinx ~ .

0 2

x
— cosx —1~——.
0o 2
Continuité. f est continue en zg si : lim f(z) = f(xo), i.e. : Ve > 0,3 > 0,Vz € Dy, |z — 20| < a =
T—To

|f(z) — f(zo)] <e. f est continue sur I si f est continue en tout point de I. Les opérations élémentaires conservent la
continuité. Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes sur se ce segment.

Théoréme des valeurs intermédiaires. Si f est continue sur [a,b], alors pour toute valeur intermédiaire A
strictement comprise entre f(a) et f(b) : Ic €]a, b, f(c) = A. Si f est strictement monotone, cette solution est unique
(théoréme dit "de la bijection"). La fonction réciproque f~! est alors continue et de méme monotonie que f.

Fonctions lipschitziennes. f est k-lipschitzienne (k € R*) sur I si V(z,y) € I?,|f(z) — f(y)| < k|z — y|. Toute
fonction lipschitzienne est continue.



%p Dptimal Sup—Spe - CONCOURS SCIENTIFIQUES 22

Groupe Ipesup = Len°®1en Sup-Spé

FONCTIONS : DERIVABILITE, CONVEXITE

Définition. f est dérivable en x(y si son taux d’accroissement admet au point zy une limite finie, i.e. si :

. x)— f(z . . . xo+h)— f(z
lim M = ( € R, soit avec h = x — xg, si et seulement si : lim 1 (@o ) — f(@o)
T—T0 xr — Xo h—0 h

dérivable en un point y est continue. La réciproque est fausse. f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de

1. Définitions analogues pour la dérivabilité & gauche, a droite.

= /. Toute fonction

Opérations. Les opérations les plus élémentaires, issues du cours de Terminale, ne sont pas reprises ici.

— (f") =nffrt (sin=1).
— (9o f) = (9’10 )< f.

o -1y _— -
U = Frop

Formule de Leibniz. Si f et g sont n fois dérivables sur I, alors fg est n fois dérivable sur I, et :
n

Ve, (fo)™(z Z ( ) FO (@) x g (z).

(sous réserve que le dénominateur ne s’annule pas).

Fonction de classe C', C", C*. f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et si f est continue sur I. f est
de classe C™ sur I si f est n fois dérivable sur I et si f(™ est continue sur I. f est de classe C* sur I si pour tout
n € N, f est de classe C" sur I. Les opérations élémentaires conservent la classe.

Théoréme de prolongement des fonctions de classe C'. Si f est de classe C! sur ]a,b], continue en a, et si
f’ admet en a une limite finie & droite notée ¢, alors f est de classe C! sur [a,b], et : f'(a) = .

Théoréme de prolongement des fonctions de classe C". Si f est de classe C" sur ]a, b], continue en a, et si
) admet en @ une limite finie & droite notée £, alors f(™) est de classe C" sur [a,b], et : ™) (a) = £.

Théorémes importants. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b|.

— Théoréme de ROLLE. Si f(a) = f(b), alors : 3¢ €a,b[, f'(c) =

— Théoréme des accroissements finis. Plus généralement : 3¢ €]a, b[, f(b) — f(a) = (b —a)f'(c).
— Inégalité des accroissements finis. Si: V¢ €]a,b[,m < f'(t) < M, alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).
— Inégalité des accroissements finis (V2). Si: VYt €]a, b, |f'(t)] < M, alors : |f(b) — f(a)] < M(b—a).

Fonctions convexes. f est convexe sur [ si: V(x,y) € I?2,YA € [0,1], f(Az + (1 = N)y) < Af(2) + (1 = N)f(y).

Si f est deux fois dérivable sur I, f est convexe si et seulement si f” est positive. Si f est dérivable sur I, f est convexe
si et seulement si f’ est croissante. La courbe représentative de f est alors située au dessus de ses tangentes et en
dessous de ses cordes.

Définitions et propriétés analogues si f est concave. f est concave si —f est convexe.

Inégalité de JENSEN. Si f est convexe sur I, 'image d’un barycentre est inférieure ou égale au barycentre des

n n n
images : v(xlax%"'vxn)EIH7V(A17>\27"‘7>\H)E [03 1]n/2>‘k =1, f(ZAkxk) < ZAkf(xk)
h=1 F=1 F=1

Représentation graphique. En notant % la courbe représentative de f :

f(x) = f(a)

x
d’abscisse a. Si f est dérivable en a, la droite d’équation y = f/(a)(x — a) + f(a) est tangente & € en a.
— Point d’inflexion. ¥ admet un point d’inflexion en a si f” s’annule en changeant de signe en a.
— Symétrie axiale. Si Vo € Dy, 2a —x € Dy et : Vz € Dy, f(2a — x) = f(x), alors la droite d’équation = = a est
un axe de symétrie de €.
— Symeétrie centrale. Si Vo € Dy, 2a —x € Dy et : Ya € Dy, f(2a — x) = 2b — f(z), alors le point (a,b) est un
centre de symétrie de %.

— Tangente. Si admet une limite infinie en a, la droite d’équation = = a est tangente & € au point
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INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Définition théorique. L’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur [a,b] est définie comme la valeur
commune de (1) : la borne supérieure de ’ensemble des intégrales des fonctions en escalier minorant f, et (2) : la
borne inférieure de ’ensemble des intégrales des fonctions en escalier majorant f.

Primitive et Intégrale. Toute fonction continue sur [a, b] y admet une primitive, notée F'. J f)dt = F(b)—F(a).

Toute fonction de la forme z — J f(t)dt, ou a € R, est une primitive de f s’annulant en a. Si f est continue, F est

de classe C*.

Propriétés de l'intégration. f et g sont continues par morceaux sur [a, b].

b c b
— Chasles. J f(t)dt = f f@&)dt + f f(t)de

a b a (& b b
— Linéarité. f (af(t) + Bg(t)) dt = ozj f(t)dt + BJ
— Positivité. Sia < b :si f est positive, f f(t)dt =

Croissance. Si a < b :si YVt € [a,b], f(t) < , alors f f(@) f g(t) dt.

Intégrale nulle. Si f est continue et positive sur [a, ] : J f(t)dt =0=Vte[a,b], f(t) =0.

b
Intégration par parties. Si f et g sont de classe C! sur [a,b] : J F(Hgt)dt = [Ft)g®]° — | f@)g (@) dt.

Changement de variable. On a les deux théorémes équivalents suivants :
b »(b)

— "u = (t)". Si p est de classe C! sur [a,b] : f flo(t))y'(t) dt = fu) du
a v(a)

b B
— "t = p(u)". Si ¢ est de classe C' sur [a, 3], avec p(a) = a et ¢(B) = b, alors : J f(t)dt = j flo(w)¢'(u) du

Sommes de RIEMANN. Si f est continue sur [a, b], alors :

b—a'— b—a b
— 5y = 2f(a+k - )—» f(t) dt.

n b0 n—0o0 a
5,20 “Zf(a+kb a>—> £(t) dt.
(L /e Ja

n loun 1
En particulier pour a =0et b=1: Z f( ) — | f(t)dt.
0

n—o0
k: Ooul

1 b
Valeur moyenne. p = b—f f(¢) dt est la valeur moyenne de f sur [a,b]. 3¢ €]a, b, p = f(c) (conséquence du
—a),

théoréme des accroissements finis appliqué a une primitive de f).

Remarque

5
| f rdr = 3 Privilégiez 'intégrale de 1 a 2 avec les cours et stages d’Optimal Sup Spé.
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

I désigne un intervalle de R non réduit a un point, K désigne R ou C.

Fonctions intégrales a valeurs positives et continues par morceaux.

Une fonction f € CY,(I,R ) est dite intégrable sur I s’il existe M > 0 tel que pour tout segment J < I, J. <M.
J

On note alors Jf = Sup f f.
I J

JcI
Critéres d’intégrabilité.

Soient f,g € CO (I,R,).
— Si:Vtel, f(t) < g(t), et si g est intégrable sur I, alors f est intégrable sur I.
Dans les trois résultats suivants, on supposera I = [a,b[ ou (a,b) € R x (R U {+00}) avec a < b.
— Si: f(t) :g(t), alors f est intégrable sur [a,b| si, et seulement si, g est intégrable sur [a,b]|.

— Si: f(t) = %)(g(t)) et si g est intégrable sur [a,b[, alors f est intégrable sur [a,b].

— [ est intégrable sur [a,b] si, et seulement si, la fonction = — f f(t) dt admet une limite finie en b, et on a

alors:ff: hmf (@)
I z—b

Intégrales de Riemann.

Soient « € R et a > 0.

1
— La fonction t — Y est intégrable sur [a, +o0 [ si, et seulement si, o > 1.

1
— La fonction ¢ — o est intégrable sur |0, a] si, et seulement si, o < 1.

Intégrabilité pour des fonctions & valeurs réelles ou complexes.

— Soit f e CY(I,K). f est dite intégrable sur I si |f| est intégrable sur I.
— Cette définition étend celle de 'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment. Les propriétés
usuelles de linéarité, positivité et la relation de CHASLES s’étendent & cette nouvelle définition de l'intégrale.

Continuité d’une intégrale a paramétre.

Soit m € N* A une partie ouverte de R™, f: A x I — K, telle que :
—Vtel, f(-,t): A — K; 2 —> f(x,t) e C°(A,K);

Ve A fa): ] — Kz f(zt) e CO(ILK):
— hypothése de domination sur A : 3p € C (I, R, ) telle que : ¢ est intégrable sur I et : Vz € A, |f(z,-)] < ¢.
Alors g: A — K; z —> Jf(x,t) dt e C°(A,K).
I

Dérivation d’une intégrale a paramétre.

Soit A un intervalle de R non réduit & un point, f: A x I — K, telle que :
— VzeA, flx,)): I — K; 2 —> f(x,t) e C(I,K);

. : . : 0
— f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport & la premiére variable o ;

o oz
— Vtel, f( t) e C°(A,K);
%f
7V$€A7%(£7)EC;{L(I’K)a ;
— hypothése de domination sur A : 3p € C% (I, R, ) telle que : ¢ est intégrable sur I et : Vo € A, a—f(x, )‘ <o
x
Alors g: A — K z —> ff(x,t) dt e CY(A,K) et Vz € A, ¢'(z) = gf(x t) dt.
I

Les deux derniers théorémes restent vrais si ’hypothése de domination est vérifiée sur toute partie compacte de A.
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DEVELOPPEMENTS LIMITES

Formule de TAYLOR avec reste intégral. Si f € C"T!([a,b],R) :

Z f(k) (a) + Jb(b_t)nf(mrl)(t)dt_

o nl

CONCOURS SCIENTIFIQUES

Formule de TAYLOR-LAGRANGE. Si f € C"*!([a,b],R), alors il existe c €]a, b tel que :

" (b —q)k —a)tl
f(b) = %Jf(k)(a) + u

(n+1)! Jeene).

e
Il
=]

Inégalité de TAYLOR-LAGRANGE. Si f € C"*1([a,b],R) :

o (b—a)f b—al"" 0
b — N 2 fh) (g <7sup‘f”+ ‘
) I;O k! ( ) (n +1)! te[a,b]

Formule de TAYLOR-YOUNG. Si f € C"([a,b],R), lorsque z est au voisinage de a :

_ Ny E-a)f gy Y
@) = 30 j09(0) 4 of( - ay).

k=0

Développements limités usuels. Lorsque = est au voisinage de O :

I 22+l -
—smxfx—y—ka+...+(—1)pm+o(fn1’ ).
2 gt 2P ,
_ I _ +1
cosw =1 2'+4!+...+( 1)p(2p)'+0(xp ).
.’11‘2 3 "
— —1+x+—+§+ +—+o( ™).
22 gt x2n ;
—chx_1+—+m+ +(2n)!+o(m ).
P B pantl
— shx = — -t — ntl),
shz =2+ o0+ + +(2n+1>!+0(:c )
2 a3 "
— In(l+z)=2- 5 Tyt (—1)”*1? + o(z™).
ala—1 ala—1).(a—n+1
— (l4+2)*= 1+ax+%x2+...+ ( ) rf‘ )x"+o(x").
. !
— —— =14+ + .. +a"+o(z").
11.’15
— =1l—z+22+.. 4+ (=1)"2" + o(z").
5z x4z (=D)™z™ + o(z™)

Développements limités et continuité, dérivabilité, fonction de classe C”. Si f est définie en a :

— f admet un d.1.(0) au voisinage de a si et seulement si f est continue en a.
— f admet un d.1.(1) au voisinage de a si et seulement si f est dérivable en a.

— Si f est de classe C™ au voisinage de a, alors f admet un d.l.(n) au voisinage de a. La réciproque est fausse.

Développements limités et dérivée, primitive. Si f est définieenaetn>1:

— Si f admet un d.1.(n) au voisinage de a, alors f’ admet un d.l.(n — 1) au voisinage de a obtenu en dérivant

terme a terme le d.1(n) de f en a.

— Si f admet un d.1.(n) au voisinage de a, alors toute primitive F' de f admet un d.1.(n + 1) au voisinage de a

obtenu en intégrant (a une constante pres) le d.1.(n) de f en a.
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

n et p désignent deux entiers naturels non nuls, (E, || - ||) et (F,|-|) désignent deux R-espaces vectoriels normés de
dimensions n et p, (G, ||| - |||) désigne un espace vectoriel norme, €2 désigne un ouvert de E, f désigne une fonction de
Q) dans F, a désigne un élément de ).

Dérivée suivant un vecteur, dérivées partielles.

fla+th) — f(a)
t

— Soit h € Q, h # 0g. f admet en a une dérivée suivant le vecteur h si admet une limite quand

t tend vers 0, notée alors Dy, f(a).
of
6:@

— Dans le cas particulier ou B = (eg,ea,...,e,) est une base de E fixée, on note, pour ¢ € [[1, n ],

(a) la
dérivée suivant le vecteur e; de f en a, appelée dérivée partielle de f par rapport & x;.
— La dérivation partielle est linéaire et plus généralement, les régles de calcul usuelles sur les dérivées s’appliquent.

Fonctions de classe C!.

— f est dite de classe C! sur Q si f admet une dérivée partielle par rapport & z;, pour i € [ 1, n ], et si ces dérivées
partielles sont continues sur §2.

— f est de classe C! si, et seulement si, pour tout h € E\{Og}, f admet une dérivée suivant le vecteur h sur €2, et
si ces dérivées sont continues sur (2.

Fonction différentiable, différentielle.

— f est différentiable en a € Q 'l existe df, € L(E, F), appelée différentielle de f en a, telle que :
fla+h) = f(a) +dfa(h) +o(h).
— Si f est différentiable en a, alors elle admet une dérivée en a suivant tout vecteur h, et alors df,(h) = Dy f(a).
— feCY,F) = f différentiable sur €.
— Si V un ouvert de F, f € C1(Q,V), ge CH(V,G) alors :
d(f og)a = dgf(a) odfa.

Matrice jacobienne, jacobien.

— Soit (€}), <<, une base de F, (f;), <<, la famille des fonctions composantes de f € C'(Q, F) sur cette base. La
of
matrice jacobienne de f en a est la matrice : J¢(a) = <afj(a)>
€T; 1<i<p
1<j<n

— Le jacobien de f en a est le déterminant de J¢(a).

— Si V un ouvert de F, f e CH(Q,V), ge CL(V,G) alors : Jyor(a) = Jy(f(a))Js(a).

Fonctions de classe C2, théoréme de SCHWARTZ.

— [ admet une dérivée d’ordre 2 en a suivant les vecteurs e; et e; si f admet une dérivée partielle par rapport a

. of .y : \ ) ?
x; sur un ouvert contenant a et si —— admet une dérivée partielle en a par rapport a x;, notée alors

axj 8xiaxj '
— f est de classe C? sur Qsi: V(i,7) € [1, n]|, f admet une dérivée partielle d’ordre 2 par rapport & x; et z; et
0? 0?
si ces dérivées partielles sont continues. On a alors : V(i,5) € [1, n ], a—faxj = a—f(?xj.
xX; iz

Gradient.
Si:QcRet: feCl(R), alors : Va € Q, lgrad(f)(a) € R™, Vh e R, ds(a)(h) = {grad(f)(a) | k).

Inégalité des accroissements finis.

4

Si Q est convexe, f € C}(,R), (a,b) € Q2, M € Ry tels que : Va € , > 3
Z;

i=1
M[b = allo-

< M, alors : |f(b) — f(a)] <

Point critique, extremum local, point selle.

Soit f € C1(Q,R).

— a est un point critique de f si: dfs = Oz@n r) ou, de fagon équivalente, si : grad(f)(a) = Ogn.

— Si f admet un extremum local en a, alors a est un point critique de f.

— Si a est un point critique de f qui n’est pas un extremum local de f, on dit que a est un point selle.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Meéthodes importantes

D’une solution particuliére a la solution compléte. Si (L) est une équation linéaire, d’équation homogéne
associée (H), et si fj est une solution particuliére de (L), alors (f est solution de (L)) < (f — fo est solution de (H)).

Meéthode de variation de la constante. On conserve les notations précédentes. But : trouver une solution
particuliére de (L). On trouve la solution générale de (H). On considére une solution particuliére de (H), notée go,
qui ne s’annule pas. Puis on cherche a quelle condition la fonction fo : ¢ — A(t)go(t) est solution de (L).

Principe de superposition des solutions. But : trouver une solution particuliére de (L). Si le second membre
d’une équation (L) est une somme de fonctions, on cherche des solutions particuliéres pour chacune des équations
induites. La superposition (i.e. la somme) de toutes les solutions particuliéres est une solution particuliére de (L).

Résolution des équations au programme sur un intervalle [

A(t)

Equation ¢/ +ay = 0. y +ay =0 <= Vi€ I, y(t) = e ) ot A est une primitive de la fonction a, et o A décrit

R.

Solution particuliére de ’équation ¢’ + ay = p, ol p est un polyndome. Deux cas se présentent :

— Si a # 0, ’équation admet une solution polynomiale de degré n.
— Si a = 0, ’équation admet une solution polynomiale de degré n + 1.

Solution particuliére de I’équation 3’ + ay = p(t)e™!, ol p est un polynéme. L’équation admet une solution
particuliére de la forme ¢ — g(t)e™!. Deux cas se présentent :

— Sia#m, deg g =n.
— Sia=m, degg=n+1.

Equation ay”+by’ +cy = 0, cas o a, b, ¢ sont réels. On considére le discriminant A de ’équation caractéristique
(E):ar?+br+c=0.Si A >0, (E) admet deux solutions réelles notées z; et z3; si A = 0, une unique solution notée
Zg; st A < 0, deux solutions complexes conjuguées notées a + i3 et a — i3. Trois cas se présentent :

— SiA>0:ay +by +cy=0<sVtel, y(t) = Ne*t! + pe®t, ou (\, p) décrit R2.
— SiA=0:ay" +by +cy=0sVtel, y(t) = (\+ ut)e*!, ou (\ ) décrit R
— SiA<O0:ay” +by +cy=0<Vtel, y(t) = Ae® cos(ft) + pe* sin(Bt), ot (A, u) décrit R?.

Equation ay” + by’ + ¢y = 0, cas ou a, b, ¢ sont complexes. On considére le discriminant A de I’équation
caractéristique (E) : ar? + br + ¢ = 0. Si A # 0, (F) admet deux solutions complexes conjuguées notées x; et xo; si
A = 0, une unique solution notée zy. Deux cas se présentent :

— SiA#£0:ay" +by +cy=0sVtel, y(t) = et + pe®t, ou (A, p) décrit R2.
— SiA=0:ay" +by +cy=0<=Vtel, y(t) = (\+ ut)e®!, ou (\, i) décrit R2.

Solution particuliére de ’équation ay” + by’ + cy = p, ol p est un polyndme. Trois cas se présentent :

— Si ¢ # 0, ’équation admet une solution polynomiale de degré n.
— Sic=0etb# 0, 'équation admet une solution polynomiale de degré n + 1.
— Si b = c =0, 'équation admet une solution polynomiale de degré n + 2.

Solution particuliére de I’équation ay” + by’ + cy = p(t)e™!, ol p est un polynéme. L’équation admet une
solution particuliére de la forme ¢ > g(t)e™!. En notant (E) I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0, trois cas se
présentent :

— Si m n’est pas racine de (E), deg ¢ = n.
— Si m est racine simple de (E), deg ¢ =n + 1.
— Si m est racine double de (E), deg g =n + 2.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES : APPROFONDISSEMENT

FE désigne un espace vectoriel normé sur R ou C de dimension finie n € N, I un intervalle de R, a une application
continue de I dans L(E), b une application continue de I dans E et y une application dérivable de I dans E. On note
alors ay l'application allant de I dans E qui vérifie : Vi € I, ay(t) = a(t)(y(t)).

Equation différentielle linéaire d’ordre 1.

— On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 toute équation de la forme 3y’ = ay + b.

— Une solution de I’équation précédente est une application y dérivable allant de I dans F vérifiant :
Ve Ly/(t) = a(t)(y(t)) + b(t).

— En choisissant une base de F, I’équation différentielle précédente se réécrit matriciellement telle que :
Vte ILY'(t) = A(t)Y (t) + B(t), ou Y et B sont des matrices colonnes représentant les vecteurs y et b et ou A
est la matrice carrée de I'application a dans la base choisie.

— On appelle équation homogéne associée a I’équation y' = ay + b I'équation 3’ = ay.

— La dimension de ’espace des solutions de ’équation ¢y’ = ay vaut n = dim(E).

— Les solutions de ’équation différentielle totale s’écrivent sous la forme y = yp, + yp, ol ¥, est une solution de
I’équation homogeéne associée et y, est une solution particuliére de ’équation totale.

— Si E =K, alors il existe C € K telle que Vt € I, y,(t) = Ce*® | o «v est une primitive de la fonction a sur I.

Probléme de Cauchy.

— Un probléme de Cauchy sur I est la donnée d’une équation différentielle y’ = ay+ b couplée a une condition
initiale xz(tg) = zp € E, ou tg € I.

— Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire : pour tout (tg,z¢) € I x E, il existe une unique solution sur I de
léquation y’ = ay + b vérifiant y(tp) = yo.

Systéme fondamental de solutions. Wronskien.

— On appelle systéme fondamental de solutions toute base de ’espace des solutions de ’équation homogéne
y' = ay. Cette base contient n éléments.
— Pour toute famille (y1,y2,...,yn) de solutions de I’équation homogene, on appelle wronskien relativement a
une base B Papplication W de I dans K définie par : Vt € I, W(t) = detp(y1(t), y2(%), ..., yn(t)).
— Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
e La famille (y1,y2,...,Yn) est un systéme fondamental de solutions.
o Vie I,W(t) # 0.
e dige I,W(to) # 0.

Exponentielle d’'un endomorphisme, d’une matrice.
On se donne un endomrophisme u € L(F) et A sa matrice exprimée dans une base B de E.

+00
U
— L’exponentielle de ’endomorphisme u est définie par 'endomorphisme exp(u) = Z Ak ot u est I'endo-
k=0 """
morphisme u composé k fois.
+00 Ak

— L’exponentielle de la matrice carrée A est définie par la matrice exp(A) = T h
k=0 """
— Sive L(E) commutant avec u, alors exp(u + v) = exp(u) o exp(v) = exp(v) o exp(u).
— L’application ¢ : R — L(F) définie par V¢ € R, p(t) = exp(tu) est dérivable sur R et sa dérivée vérifie :
Vit e R, ¢'(t) = uoexp(tu) = exp(tu) o u.
— Lorsque A est diagonalisable, il existe une matrice P inversible et une matrice diagonale D = diag(A1, A2, ..., \p)
telles que A = PDP~!. On a alors exp(A4) = Pexp(D)P~!, ot exp(D) = diag(e, e*2, ..., e*n).

Systémes différentiels linéaires homogénes a coefficients constants.

— IL’équation différentielle homogene y' = ay est dite & coefficients constants si a € L(F) est indépendant de
la variable t. En choisissant une base de F, I’équation se réécrit matriciellement : Ve € I,Y'(t) = AY (¢).

— Soit un vecteur u € E, la fonction définie par Vit € I, y(t) = exp(ta)(u) est solution de I’équation y’ = ay.

— Si B est une base de E, alors la famille de fonctions représentée dans la base B par la matrice exp(tA) est un
systéme fondamental de solutions.
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Recherche de solutions particuliéres.

N
— Principe de superposition. Si b = Zbi et que les (y;) sont solutions des équations y' = ay + b;, alors
k=0
N
Yp = Zyz est une solution particuliére de I’équation totale y' = ay + b.

k=0
— Variation de la constante. On se donne (y1,y2,...,yn) un systéme fondamental de solutions de I’équation

homogeéne y' = ay. Il est possible de chercher une solution particuliére de I’équation totale 3y’ = ay + b de la
n

forme y,(t) = 2 ek (t)yx(t), avec (cx )k une famille de fonctions dérivables de I dans K. Dans une base B de E,
k=1

cela s’écrit matriciellement : Y, (t) = F(t)C ou F(t) est la matrice dans la base B de la famille (y(t))x et C est
la matrice colonne composée des scalaires (cg(t))g.
Y, est solution de Y’ = AY + B si, et seulement si, C'(t) = F~'(t)B(t). Cette derniére relation fournit
Vexpression des ¢} (t) dont il suffit de déterminer une primitive.

— Cas ol ¢ est constante. Dans le cas ol a ne dépend pas de la variable t, F~1(t) = exp(tA)~! = exp(—tA).

Cas particulier des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2.
Considérons I’équation différentielle a(t)y” + b(t)y’ + c(t)y = d(t), ot a,b,c et d sont des fonctions continues de I

dans K. Attention! La méthode avec le polynome caractéristique ne s’applique que si les fonctions a, b et ¢ sont
constantes !
— On commence par se placer sur un intervalle I sur lequel la fonction a ne s’annule pas.
— On réécrit 'équation différentielle sous sa forme résolue : y” = a(t)y’ + B(t)y + v(t), ot @ = —b/a, B = —c/a
et v =d/a.

. - . . y(t)> ( 0 1 )
— On transpose l’écriture sous forme matricielle en introduisant Y (t) = , A(t) = et
P “ (y/@) © = o 50

B(¥) <7(()t)>’ on peut écrire Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t). On se raméne alors & une équation différentielle d’ordre 1

sur l’espace K2.
— On commence par chercher un systéme fondamental de solutions (yi, y2) de ’équation homogeéne Y’ = A(¢)Y.
e S’il existe P inversible et indépendante de ¢ et une matrice diagonale D telles que A(t) = PD(t)P~!, alors
on peut écrire : (P71Y) = D(t)(P~'Y) qui se résout plus facilement (équation différentielle scalaire du
premier ordre).
e Dans le cas ot A(t) ne dépend pas de t, il suffit de prendre y;(t) = exp(tA)e;, ott (e1, e2) est une base de K2.
e Sinon, on montre que (i) y1 et y2 sont des solutions de ’équation homogeéne ay” + by’ + cy = 0 et (ii) que
yi(t)  ya(t)
vi(t)  ya(t)
— On cherche ensuite une solution particuliére. Si celle-ci n’est pas évidente, ot ne peut pas étre déterminée avec
les méthodes de sup, on procéde a la variation de la constante :
e On suppose que la solution a la forme y,(t) = A(¢)y1(t) + u(t)y2(t).

+ Omsitaoms e (1) = (140 20) (1)

e Il reste & déterminer une primitive de X et de p’ pour obtenir une solution particuliére.

— On écrit les solutions de ’équation totale sous la forme : y(t) = Ay (t) + py2(t) + yp(t), ou A, p € K.

— Si la fonction a s’annule en certains points, on suit la méthode précédente sur chacun des intervalles I sur
lesquels a ne s’annule pas. Puis on recolle les fonctions obtenues en les points d’annulation. On vérifie enfin
que la fonction obtenue est bien dérivable deux fois et qu’elle vérifie I’équation différentielle en les points ot a
s’annule.

le wronskien W(t) = ne s’annule pas en un point.
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ESPACES VECTORIELS NORMES

Soient K I'un des corps R ou C et E un K-espace vectoriel muni d’une norme N vérifiant les propriétés ci-dessous.

Norme. L’application N de E dans R est une norme si elle vérifie :

— la positivité : Yo € E,N(x) = 0,

— Daziome de séparation : Ve € E,N(z) = 0=z =0,

— Phomogénéité : Vo € E,YA e K, N(Az) = |A\|N(z),

— Dinégalité triangulaire : ¥(x,y) € E*, N(z + y) < N(z) + N(y).

Norme associée a un produit scalaire. La norme N associée au produit scalaire {.|.) est définie par :
— VYa € E,N(z) = y/{z|z).

Normes usuelles. Les applications suivantes sont les normes usuelles & connaitre :

n n
— Dans K", pour & = (21, 22,...,7a) € K", Ni(2) = Y Jaxl, Na(@) = 4 [ 3 ax? et Noo(z) = sup |-
k=1 k=1

1<k<n

b
— Dans C([a, b],K), pour f € C([a,b],K), Ni(z) = J |f(t)| dt. C’est la norme de convergence en moyenne.

b
— Dans C([a, b],K), pour f € C([a,b],K), Na(z) = J |7 (#)]? dt. C’est la norme de convergence en moyenne
a

quadratique.

— Pour f une fonction bornée a valeurs dans K, Ny, () = sup |f(¢)]. C’est la norme de convergence uniforme.
tela,b]

Normes équivalentes. Les normes N7 et Ny sont dites équivalentes si :

— I(a, B) € (RE)? : aNy < Ny < BN,
— Lorsque E est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Distance. L’application d de E? dans R est une distance si elle est vérifie :
o V(Z‘,y) € EQ,d(l‘,y) = Oa

o V(.T,y) € E27d(m7y) =0=z= Y,

o V(I,y) € EQ,d(I,y) = d(’y,l‘),

— V(z,y,2) € % d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Distance associée & une norme. La distance d associée & la norme N est définie par :
o V(m,y) € E2,d(l’7y) = N(y - (E)

Boules et sphéres.

— On appelle boule fermée de centre a € E et de rayon r > 0 U'ensemble Bp(a,r) = {x € E|N(z —a) < r}.
— On appelle boule ouverte de centre a € F et de rayon r > 0 l'ensemble Bo(a,r) = {x € E|N(x —a) < r}.
— On appelle sphére de centre a € E et de rayon r > 0 'ensemble S(a,r) = {x € E|N(z —a) =1}

Parties, suites et fonctions bornées.

— On appelle partie bornée toute partie de E' qui est incluse dans au moins une boule.
— On appelle application bornée toute application dont 'image est bornée.
— On appelle suite bornée toute suite (uy,) telle que 'ensemble {u,, |n € N} est borné.

Suites convergentes et divergentes. Soit (u,) une suite d’éléments de E.

— On dit que (uy,) converge si : 3 € E:Ve > 0,Ing e N: Vn = ng, N(u, — 1) <e.

— On dit que (uy,) diverge si (u,) ne converge pas.

— Si la suite (uy,) est convergente, alors elle est bornée et sa limite est unique.

— On appelle valeur d’adhérence de la suite (u,) toute limite d’une suite extraite de (uy,).
— Une suite avec au moins deux valeurs d’adhérence distinctes est divergente.
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TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

Soit F un espace vectoriel normé muni de la norme N et A une partie de F.

Voisinage d’un point. Soit z € E.

— On appelle voisinage de x toute partie de E qui contient une boule ouverte de centre .
— On note V(x) Pensemble des voisinages de x.
— Dire que V € V(x) signifie que : Ir > 0:Vye E,N(y —z) <r=yeV.

Ouverts et fermés de E.

— On appelle ouvert de F toute partie de E qui est un voisinage de chacun de ses points.

— Ou encore, O est un ouvert de E si, et seulement si, pour tout = € O, il existe une boule ouverte centrée en x
incluse dans O.

— Autrement dit, O est un ouvert de E si, et seulement si : Ve € O,Ir >0:Vye E,N(y—z) <r=ye O.

— FE, ¥ et toute boule ouverte de E sont des ouverts de F.

— On appelle fermé de E toute partie de E dont le complémentaire dans E est un ouvert de FE.

— FE, &, tout singleton {«} de E et toute boule fermée de F sont des fermés de E.

— Caractérisation séquentielle des fermés. F est un fermé de F si, et seulement si, pour toute suite d’éléments
de F convergente, la limite est dans F.

Stabilité des ouverts et des fermés.

— Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

— Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
— Toute intersection de fermés est un fermé.

— Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Point adhérent et adhérence.

— Soit z € E, on dit que = est adhérent a A si tout voisinage de = rencontre A : YV € V(z),V n A # .

— 1z est adhérent & A si, et seulement si, toute boule fermée centrée en x contient au moins un élément de A :
Ve>0,3ae A: N(a—1z) <e.

— On appelle adhérence de A 1’ensemble des points adhérents & A. On la note A.

— Caractérisation de I’adhérence. A est le plus petit fermé de E contenant A. A est donc un fermé de E.

— Caractérisation séquentielle de ’adhérence. x est adhérent a A si, et seulement si, il existe une suite
d’éléments de A qui converge vers x.

— A est un fermé de F si, et seulement si : A = A.

— On dit que B c A est dense dans A quand B = A.

Point intérieur, intérieur et frontiére.

— On dit que x est un point intérieur & A lorsque A est un voisinage de .
— Autrement dit, z est un point intérieur a A lorsqu’il existe une boule ouverte de centre x contenue dans A :
de>0:Vye E,N(y—z)<e=ye A
[e]
— On appelle intérieur de A I'ensemble des points intérieurs & A. On le note A.

— Caractérisation de l’intérieur. A est le plus grand ouvert de E inclus dans A. A est donc un ouvert de E.
— On appelle point frontiére de A un point adhérent & A qui n’est pas intérieur a A.

— On appelle frontiére de A ’ensemble des points fronticres de A : Fr(A) = 14_1\;1

_ — o
— On a les égalités suivantes : CgA = CgA et CgA =CgA.

Topologie induite sur A.

— Soit a € A. On appelle voisinage de a relatif & A 'intersection de A avec un voisinage de a.
— On appelle ouvert (resp. fermé) relatif a A 'intersection de A avec un ouvert (resp. un fermé) de E.
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COMPACITE ET CONNEXITE PAR ARCS

Soit E un espace vectoriel normé muni de la norme N.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

— Toute suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie admet au moins une valeur d’adhérence.
— Autrement dit, toute suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie admet une sous-suite
convergente.

Parties compactes.

— Une partie A de E est dite compacte si pour toute suite d’éléments de A on peut en extraire une sous-suite
qui converge dans A.

— Toute intersection de parties compactes est compacte.

— Toute réunion finie de parties compactes est compacte.

— Toute partie fermée d’une partie compacte est compacte.

— Tout produit fini de parties compactes est compact.

— Toute partie compacte est fermée et bornée.

Parties compactes en dimension finie. On suppose que E est de dimension finie.

— Caractérisation des parties compactes. En dimension finie, une partie A de F est compacte si, et
seulement si, A est une partie fermée et bornée de F.

Compacité et applications continues. On se donne F et F' deux espaces vectoriels normés.

— Si K est un compact de E et f une application continue de E dans F, alors f(K) est un compact de F.

— Théoréme des bornes atteintes. Si K est un compact de F et f une application continue de K dans F,
alors f est bornée et atteint ses bornes.

— Théoréme de Heine. Si f est continue sur un compact K de E, alors f est uniformément continue sur K.

Connexité par arcs. On se donne A une partie de E.

— On appelle chemin toute application continue ~ de [0,1] dans A.

— On appelle arc I'ensemble ([0, 1]) des points atteints par un chemin. v(0) et (1) sont appelés extrémités de
ce chemin.

— La relation R définie sur A par aRb si, et seulement si, il existe un chemin continu reliant a et b est une relation
d’équivalence.

— Les classes d’équivalence de la relation R sont appelées les composantes connexes par arcs de A.

— A est dite connexe par arcs lorsqu’elle n’admet qu’une unique composante connexe par arcs.

— Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles de R.

Connexité par arcs et applications continues.

— L’image d’un connexe par arcs par une application continue est encore connexe par arcs.

— Théoréme des valeurs intermédiaires. Si f est une application continue d’une partie A de E connexe par
arcs dans R, alors f(A) est un intervalle de R.

— Autrement dit, si f est une fonction continue sur un connexe par arcs A et qu’elle atteint les réels a et b (a < b),
alors elle atteint sur A toutes les valeurs de lintervalle [a, b].

Parties convexes et étoilées.

— Pour z,y € E, on appelle segment [z, y| Uensemble des points {tz + (1 —t)y |t € [0,1]}.
— Une partie A de E est dite convexe si pour tout z,y dans E le segment [, y] est inclus dans A.
— Une partie A de FE est dite étoilée s’il existe un élément a de A tel que : Va € A, [a,z]  A.
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APPLICATIONS DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés munis respectivement des normes N et N’. On se donne A une partie
de F et f une application de A dans F.

Limite d’une application en un point adhérent. Soit a € A.

— f admet pour limite [ € F' au point a si pour tout voisinage V' de [, il existe un voisinage W de a relatif &
A tel que f(W) < V. Autrement dit : YV € Vr(1),3W € Vg(a) : f(W n A) c V.

— Ouencore : Ve > 0,In > 0:Vr e A, Ni(x —a) <n= No(f(x) 1) <e.

— Lorsqu’une telle limite existe, elle est unique.

— Si [ est la limite de a par f alors [ est adhérent a f(A).

— Caractérisation séquentielle. f admet une limite en « si, et seulement si, pour toute suite (u,) d’éléments
de A convergeant vers a, la suite (f(u,)) est convergente.

— Dans R, on appelle voisinage de +0oo (resp. —o0) toute partie de R qui contient au moins un intervalle de la
forme [¢, +00[ (resp. | — o0, ¢]).

Opérations sur les limites.

— Soient F, F5, ..., F,, un nombre fini d’espaces vectoriels normés et F' = F} x Fy x ... x F,,. Pour 1 < i < n, on
se donne une application f; de A dans F; et on définit f de A dans F par f(a) = (f1(a),..., fn(a)). f admet en
a € A lalimite [ = (Iy,...l,,) si, et seulement si, pour tout 1 < i < n, f; admet pour limite I; en a.

— Soient F, F et G trois espaces vectoriels normés, f : E — F et g : F — G deux applications et a un point
adhérent & A. Si f admet pour limite b au point a et que g admet pour limite ¢ au point b, alors g o f admet
pour limite ¢ au point a.

— Soient f et g deux applications de A dans F' admettant respectivement /¢ et I, pour limites en a. Alors, pour
tout (A, u) € K2, I'application Af + ug admet une limite en a et cette limite vaut Ny + pl,.

— Soient f: A= F et u: A= K deux applications admettant respectivement [ et A pour limites en a adhérent
a A. Alors, 'application u x f admet une limite en a et cette limite vaut Al.

— En particulier, les applications polyndémiales sont continues.

Continuité d’une application. Soit a € A.

— Si f admet f(a) comme limite au point a, alors f est continue en a.

— Si f est continue sur tous les points de A, alors f est continue sur A.

— Caractérisation séquentielle. f est continue en a si, et seulement si, pour toute suite (u,) d’éléments de A
convergeant vers a, la suite (f(u,)) converge vers f(a).

— La composée de deux applications continues est encore continue.

— Théoréme. Si deux fonctions continues coincident sur une partie B dense dans A, alors ces deux applications
coincident sur A.

Caractérisation de la continuité par I’image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes

e f est continue sur A.

e L’image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé relatif de A.
e L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert relatif de A.

Continuité uniforme.

— On dit que f est uniformément continue sur A lorsque : Ve > 0,3n > 0 : V(z,y) € A2, Ni(y —2) < n =
No(f(y) - £(x)) <.

— On dit que f est k-lipschitzienne lorsqu’il existe k = 0 tel que : V(z,y) € A%, Na(f(y) — f(z)) < kNy(y — ).

— Si f est k-lipschitzienne, alors elle est uniformément continue.

Applications linéaires continues. On suppose que f : E — F est linéaire.

— f est continue sur F <= f est continue en 0 <= f est bornée sur la boule unité <= f est lipschitzienne sur
E < [ est uniformément continue sur F <= 3C > 0:Vx € E, No(f(x)) < CNy(x).

— En dimension finie, toute application linéaire, bilinéaire ou multilinéaire est continue.

— En particulier, le déterminant est une application continue en dimension finie.
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SERIES REELLES ET VECTORIELLES

Soit () une suite de nombres réels ou d’éléments d’un espace vectoriel normé (E, |.|).
Définitions et notations.
n
— On appelle série de terme général u,, la suite (S, ), définie par Yn e N, S,, = Z ug. On la note > uy,.
— Pour un n € N fixé, S,, s’appelle somme partielle de la série Y u,. =

— On dit que la série > u, converge lorsque la suite (S,), converge.

— Quand la série Y u, converge, on appelle somme de Y u, la limite de la suite (S,),. On la note Zuk.

k=0
Attention. Cette notation n’a pas de sens quand la série ne converge pas.
+o0 +o0
— Quand la série } u, converge, on appelle reste d’ordre n de > u, I’élément Z up = Zuk - Sh.
k=n+1 k=0

Attention. Cette notation n’a pas de sens quand la série ne converge pas.
— Quand une série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Divergence grossiére.

— Si Y u,, converge, alors (uy,), tend vers 0.

— Si (un)n ne tend pas vers 0, alors > u, ne converge pas. On dit alors que la série diverge grossiérement.
Convergence absolue.

— On dit que la série réelle (resp. d’éléments de E) > u, converge absolument quand la série Y |u,| (resp.
> |unll) converge.

— Si une série réelle converge absolument, alors elle est convergente.

— Si une série vectorielle converge absolument et que E est de dimension finie, alors elle est convergente.

— La réciproque est fausse : il existe des séries convergentes mais qui ne convergent pas absolument. Elles sont
dites semi-convergentes.

Séries particuliéres. On suppose que E est de dimension finie.

— Soit u € E, on appelle série géométrique la série Zu Quand |u| < 1, cette série est convergente.

— Soit u € F, on appelle série exponentielle la série Z —. Cette série est absolument convergente. On note sa
+00 k nt
somme : exp(u Z o

Reégle de d’Alembert. Soit Y u, une série a termes réels strictement positifs.
- Si’un+1
Unp

PN . . Unp+
— Si a partir d'un certain rang
n
Un+1

— let quel>1 (resp. ] < 1), alors >, u, diverge (resp. converge). Si I = 1, on ne peut pas conclure.

< k avec k €]0, 1], alors > u,, converge.

— Si & partir d’un certain rang > 1, alors Y, u,, diverge grossiérement.

n
Critére spécial des séries alternées.

— Si Y u, est alternée (Vn € N, upupi1 < 0) et que la suite (|uy,|), est décroissante et tend vers 0, alors > u,
converge.

Produit de Cauchy. On suppose que E est de dimension finie.
— On appelle produit de Cauchy des séries > u, et >, v, la série > w, définie par : Vn € N w,, = Zukvn_k.

— Si Y up et > v, sont des séries réelles convergentes a termes positifs (resp. vectorielles absolument convergentes),

+00 +00 +00
alors leur produit de Cauchy converge et Z Wy, = (Z un> (2 vn>.

k=0 k=0 k=0
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Comparaison série-intégrale. Soit f une fonction réelle positive et décroissante.

3
— La série de terme général w,, = f f)dt — f(n) est convergente.
n—1

— La série Y, f(n) converge si, et seulement si, la suite (J f (t)dt> converge.
0

n

Sommation des relations de comparaison.

— Si Y uy, et > v, sont des séries convergentes & termes réels positifs et que R, et R), sont leurs restes d’ordre
n respectifs, alors :
e Siu, = o(vy), alors R, = o(R),).
e Siu, = O(vy), alors R, = O(R),).
e Siu, ~ v,, alors R, ~ R}
— Si >l u, et X v, sont des séries divergentes a termes réels positifs et que S,, et S/, sont leurs sommes partielles
d’ordre n respectives, alors :
e Siu, = o(vy), alors S,, = o(S},).
e Siu, = O(vy), alors S,, = O(S)).
e Siwu, ~ v,, alors S, ~ 5.
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FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES

Dénombrabilité.

— Un ensemble est dit dénombrable lorsqu’il est en bijection avec N.

— Toute partie infinie de N est dénombrable.

— Un ensemble est fini ou dénombrable si, et seulement si, il est en bijection avec une partie de N.
— Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est encore dénombrable.

— Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable.
— Exemples. Les ensembles Z,Q et N? sont dénombrables. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Famille sommable de réels positifs. Soit (u;);er une famille de réels positifs.
— On dit que la famille (u;);e; est sommable lorsqu’il existe M € Ry tel que, pour toute partie finie J < I, on
jedJ

— On définit alors la somme de la famille par sup Zuj. On la note ZUZ

JcoI > -

Jfinie J€J iel
— Si (u;)ier n'est pas sommable, alors Zuz = +o00.

el

— Cas I = N. La famille de réels positifs (u;);en est sommable si, et seulement si, la série > u; converge.
Théoréme de sommation par paquets. Soit (I,), une partition de I et (u;);er une famille de réels positifs.

— La famille (u;);er est sommable si, et seulement si, (i) pour tout n € N, la famille (u;);es, est sommable et (ii)
la série Z(Zidn u;) converge.

+0
— Dans ce cas, Zui = Z Z u; |-
el n=0 \i€l,,
Famille sommable réelle ou complexe.

— Soit (u;);er une famille de réels ou de complexes. On dit que cette famille est sommable si la famille de réels
positifs (|u;|):er est sommable.

— Soit (u;)ier une famille de réels sommable. En notant I, = {i € I |u; > 0} et I = {i € I |u; < 0}, les familles
(wi)ier, et (u;)ier. sont sommables et on a : Zuz = Z lu;| — Z |us].
iel iel; iel_

— Soit (u;)ier une famille de complexes sommable. Les familles (Re(u;))er et (Im(u;));er sont sommables et on

a: Zul = ZRe(ui) + Zlm(ui).

el el el
— Cas [ = N. La famille de réels ou de complexes (u;);en est sommable si, et seulement si, la série > u; converge
absolument.

Permutation des termes d’une série absolument convergente.

— Soient }; u,, une série de termes complexes absolument convergente et o une permutation de N. Alors Yty ()
+0

+o0
converge et Eug(n) = Z Up,.
n=0

n=0

Théoréme de sommation par paquets. Soit (I,), une partition de I et (u;);e; une famille réelle ou complexe.

— La famille (u;);er est sommable si, et seulement si, (i) pour tout n € N, la famille (u;);cs, est sommable et (ii)
la série (¢ |uil) converge.

4+
— Dans ce cas, Zul = Z (Z uz>

iel n=0 \iel,
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Interversion de sommes sur N x N de nombres réels positifs.

— La famille de réels positifs (u; ;) jjen> est sommable si, et seulement si, (i) pour tout j, la série };; u; ; est
convergente de somme S; et (ii) la série ] j S, est convergente.
— Dans ce cas, (i) pour tout i, la série 3, u; ; est convergente de somme 75, (ii) la série 33, T; est convergente et

+00 [+ +00 /+m
(111) on a l’égalite Z U, = Z Zuw- = Z Uj,g |-
(4,§)eN2 i=0 \j=0 =0 \i=0
Intervertion de sommes sur N x N de nombres complexes.

— La famille (u;;)(; j)en> de nombres complexes est sommable si, et seulement si, pour tout 4, la série ] j Ui,

+00
est absolument convergente et la série (Z |u”> est convergente.
j=0
— La famille (u;)(; j)en> de nombres complexes est sommable si, et seulement si, pour tout j, la série > u; ;
+00
est absolument convergente et la série 3 (Z “i,j|> est convergente.
i=0
+00 [ +0 +00 [+
— Quand (u;5)(;, j)en> est sommable, on a I’égalite Z Ui j = Z (Zu”) = Z (Zu”>
(4,5)eN? i=0 \j=0 §=0 \i=0

Produit de Cauchy.
n

— On appelle produit de Cauchy des séries > u, et >, v, la série >, w,, définie par : Vn € N w,, = Z Uk Up—k-
k=0

— Si X u, et Y, v, sont des séries complexes absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy converge

+o0 +00 +00
absolument et Ewn = (Zun> (2””)
k=0

k=0 k=0
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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

A désigne un intervalle de R non réduit a un point, et (f,),c une suite de fonctions définies sur A.

Convergence simple.

— La suite de fonctions (fy), oy converge simplement sur A vers une fonction f si: Vo € A, f,(z) —— f(z). La
n—o0

fonction f est alors unique, et est appelée limite simple de (fy),,cn-

N
— La série de fonctions Y f,, converge simplement sur A si < > f n) converge simplement sur A.
n=0 n=0 NeN

Convergence uniforme.

— (fn),en converge uniformément sur A vers une fonction f si : Ifn — fllw = 0. La fonction f est alors

lim
n—+w

unique, et est appelée limite uniforme de (fy,),,cn-

N
— > fn converge uniformément sur A si la suite de fonctions < > f n) converge uniformément sur A.
n=0 n=0 NeN
Converge uniforme = Convergence simple. La convergence uniforme implique la convergence simple, pour
les suites comme pour les séries de fonctions.

Convergence uniforme et caractére borné/continu. Si (fy,), .y converge uniformément vers f sur A et si
toutes les fonctions f,, sont bornées (resp. continues) sur A, alors f est bornée (resp. continue) sur A.

Théoréme de la double limite. Si (f,), oy converge uniformément vers f sur A et si: Vn € N, f,(2) —— by,
r—a

alors la suite (by,), .y converge, et sa limite b vérifie : lim f(x) = b. Autrement dit :
r—a

lim (nm fn(a:)> - lim( lim fn(x)>.

n—+w \rz—a r—a \ n—>+0

Convergence normale. ) f,, converge normalement sur A si la série réelle Y. ||fn|lo converge. Attention : la
n=0 n=0
notion de convergence normale est réservée aux séries de fonctions.

Converge normale = Convergence uniforme. La convergence normale d’une série de fonctions implique sa
convergence uniforme.

Convergence uniforme et intégration.

— Si la suite de fonctions continues (fy,),, .y converge uniformément sur un intervalle [a,b] vers une fonction f,

alors f est continue sur [a,b] et :
b b
Jim ([ fuoar) = [rear
b

— Si la série de fonctions Y] f,, converge uniformément sur [a,b], alors la série > | f,(¢) dt converge et on a :
n=0 n=0Ja

btoo

+oo b

Z fn(t) dt = Z fn(t) dt.

n=0Ja a n=0
Convergence uniforme et dérivation.

— Si la suite de fonctions de classe C* (f,,),,cy converge uniformément sur un intervalle I vers une fonction f, et
si (f}),,en converge uniformément sur tout segment de I, alors f est de classe C' et

Vo e I, fi(x) —— f(x).

— Si la série de fonctions de classe C* ] f,, converge uniformément sur un intervalle I, et si Y. f/ converge
n=0 n=0
+00
uniformément sur tout segment de I, alors la fonction Y] f,, est de classe C* et
n=0

+o0 ! +:oo
(£n) -5

n=0
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SERIES ENTIERES

1
(an),en désigne une suite de nombres complexes. On adopte la convention 0= ~+00, T 0, K désigne R ou C.

Définition.

La série entiére associée a la suite (ay),,oy est la série de fonctions z — >, a,2".
n=0

Lemme d’Abel.

Soit p € RY tel que (anp™),,cn s0it bornée. Alors :

— Vze D(0,p), > anz™ est absolument convergente ;
n=0

— Vle]0,p[, 2+ Y anz" converge normalement sur D(0,1).

n=0

Rayon de convergence.

— L’intervalle {p > 0| > |an|p™ converge} admet une borne supérieure dans [ 0, +0 |, appelé rayon de convergence
n=0

de Y anz".

n=0

— Le disque (ouvert) de convergence de ) a,z" est le disque D(0, R), ott R est le rayon de convergence.
n=0

Propriétés du rayon de convergence.

Soit R le rayon de convergence Y a,z".
n=0

— Si|z| < R, Y] an2z™ est absolument convergente.
n=0

— Si|z| > R, Y. an,z™ diverge grossiérement.
n=0

— Si |z| = R, on ne peut pas conclure.

— > apz™ converge normalement sur tout compact du disque de convergence.

n=0
+0
— z+— > a,z"™ est définie et continue sur le disque ouvert de convergence de la série entiére > a,z".
n=0 n=0
N 9 . An+1 1
— Reégle de D’Alembert : si: | |—— ——1e[0,+:], alors: R = —.
Gn neN "T® !

1
— Reégle de Cauchy : si ({‘/|an\> —— 1€ [0,+m], alors : R = 7

neN n—ao
Opérations algébriques et rayon de convergence.

Soient > a,z™ et > b,z"™ deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry, de disques de conver-

n=0 n=0
gence respectifs D, et Dy.
+o0
— Produit par un scalaire non nul. Soit A € C*. Le rayon de convergence de Y Aa,z" est R, et > Aa,z" =
n=0 n=0
+o0
A anz™.
n=0
— Somme. Le rayon de convergence R,y de >, (ay + b,)z"™ vérifie : R,y = inf(R,, Rp).
n=0
+o0 +o +o0
De plus, Vz € D, 0 Dy, > (an +bp)2™ = Y, anz™ + >, bpz™.
n=0 n=0 n=0

— Produit de Cauchy. Le rayon de convergence R, de Y. < > akbn_k) 2™ vérifie : Rygp = inf(Rqy, Rp).
n=0 \k=0

+0o0 n +o0 +00
De plus, Vz € Dy N Dy, Y, (Z akbn_k)z" = ( > anz”) ( > bnz">.
n=0 n=0

n=0 \k=0
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Etude au bord du disque de convergence.

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si ] |a,[t" converge pour t = R (resp. t = —R),
n=0 n=0
+0
alors la fonction définie sur | —R, R] (resp. [—R, R[) par  — >, a,a™ est continue au point R (resp. —R).
n=0

Intégration terme a terme.

n+1
. P LY . P P LN 1:
Soit Y, anx™ une série entiére d’une variable réelle x, de rayon de convergence R > 0. La série entiére »’ a,
n=0 nso n+1
T 4 o0 xn-ﬁ-l
a pour rayon de convergence R, et Ve e | -R, R[, | > ant"dt = Z n———-
0 n=0

Dérivation terme a terme.

Soit Y} a,x™ une série entiére d’une variable réelle x, de rayon de convergence R > 0. Pour tout r € N*| la série

n=0
n! U 8 t® n!
entiére Y| a,———a" " a pour rayon de convergence R, et Vx € | —R,R[, — >, apz" = Y, ap——a" "
n=0 (TL - T)' dz” n=0 (n - 'f')'

Développement en série entiére.
— Soient 7 € R* et f : |—r,r[ —» K. f est dite développable en série entiére sur | —r,r[ s’il existe une série
+o0
entiére Y a,2™ de rayon de convergence R = r, telle que : Vx € | —r,r[, f(z) = > apz™
n=0

n=0

— Si f est développable en série entiére sur | —r,r [, égale & > a,z™

n=0
F(0)
n!

,alors : f € C°(]—r,r[,K) et (a")neN est

déterminée de facon unique par : Vn e N, a,, =

Développements en série entiére usuels.

— VYee]-1,1[, (1 +z)~ =Z<1:[o¢ > (e R);

k=0
©
1 +

— Vaxe]-1,1],

I
g
R§

1—x
1 +o0
— Vze]-1,1], = (—1)"ax"™;

—Vee]|-1,1[[In(l—-2)= ) ——a";

— \me]—l,l[,(l_i)rH= f(f)znz f(”:’")xn (reN);

— VxR, cos(z) = Z (-=1)" 2n)! ;

— Vz e R, sin(z) = 2(71)"7'

—VmeR,ch(x):Z -
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DENOMBREMENTS

p-listes. Une p-liste (ou p-uplet) de F est une suite de p éléments de E. Il y a nP p-listes d’'un ensemble a n
éléments.

— Notation : (z1,22,...,2p).

— Exemple : (1,4,1) est une 3-liste de {1, 2, 3,4, 5}.

— Ordre : OUI Répétition possible des éléments : OUI

— Modéle : Tirage de p boules dans une urne en contenant n, successivement et avec remise.

Arrangements. Un arrangement est une liste d’éléments distincts. Sip <n,ilyan(n—1)..(n—p+1) = AP
n!

(n—p)!
— Notation : (z1,z2,...,2p).
— Exemple : (1,5,2) est un arrangement a 3 éléments de {1,2,3,4, 5}.
— Ordre : OUI Répétition possible des éléments : NON.
— Modéle : Tirage de p boules dans une urne en contenant n, successivement et sans remise.

arrangements a p éléments d’un ensemble & n éléments. Si p > n, il n’y en a aucun.

Permutations. Une permutation de E est un arrangement de tous les éléments de E. Il y a n! permutations d’un
ensemble & n éléments.

— Notation : (z1,22,...,Zn).

— Exemple : (1,3,5,4,2) est une permutation de {1,2,3,4,5}.

— Ordre : OUI Répétition possible des éléments : NON.

— Modéle : Tirage de toutes les boules d’une urne en contenant n, successivement et sans remise.

Applications, injections, surjections. Soient £, un ensemble a p éléments et F,, un ensemble & n éléments.
— Il y a autant d’applications de F, dans F), que de p-listes de F' : nP.

— Il y a autant d’injections de E, dans F;, que d’arrangements & p éléments de F' : AP,

— Il y a autant de bijections de E,, dans F,, que de permutations de E : n!.

Parties a p éléments. Une partie (ou combinaison) de E est un sous-ensemble E. Sip < n,ilya <n) '( )'
p

pl(n —
parties a p éléments d’un ensemble & n éléments. Le résultat demeure valable avec p > n avec la convention <Z) 0.

— Notation : {z1,22,..., 2}

— Exemple : {1, 3,5} est une partie a 3 éléments de {1,2,3,4,5}.

— Ordre : NON. Répétition possible des éléments : NON.

— Modale : Tirage de toutes les boules d’une urne en contenant n, simultanément.

Parties.

— En notant A l'ensemble des parties de E, et pour tout p € [0, n]], A, Uensemble des parties a p éléments de
A, {Ap}pe[[o , ] forme une partition de A.

- pi)(;) = 2",

— Il y a 2™ parties de F en tout.

Coefficients binomiaux : formules

— Formule des compléments. Vne N,¥pe [0, n], (n ﬁ p> = (;)

— Petite formule. V(n, p) € (N*)2, p(Z) = n(Z_ i)

-1 n—1
Formule de PASCAL. ¥(n,p) € (N* 2(“) - (” >+< )
rmu (n,p) € (N*) » ) b1
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PROBABILITES

Soit 2 un univers au plus dénombrable. L’ensemble des événements est alors P(£2).

Evénements incompatibles.
— A et B sont incompatibles si: An B = @.
n
— Si Ay, Ag, ... A, sont deux & deux incompatibles, alors : P(4; U Ay U ... U A,) = > P(A)).

i=1

Systéme complet. {A;},_; est un systéme complet d’événements si :
— Vi€ I, Az =+ @,

— V(Z,]) € Iz,i ;é], Az N Aj = @7

— U4 =9

el

Tribu. On appelle tribu sur €2 une partie 7 de P(Q) vérifiant :

— QeT.
 VAeT,A=Q\AeT.

— Pour toute suite (A, )nen d’éléments de T, |, .y An € T.

neN
Conséquences immédiates de la définition. Soit 7 une tribu sur €.

— JeT.

— T est stable par réunion finie et par intersection finie.

— Pour toute suite (Ay)neny d’éléments de T, Iintersection |
— Pour tout A, BeT,AnBeT.

nen An est encore dans T

Espace probabilisable et événement. Soit 7 une tribu de €.

— Le couple (2, T) est appelé espace probabilisable.

— Un élément A de T est appelé événement.

Probabilité. Soit (£2,7) un espace probabilisable.

— On appelle probabilité toute application P définie sur 7 & valeurs dans [0, 1] telle que (i) P(Q2) = 1 et (ii) pour
+00 ]

toute suite (A,), d’événements deux a deux disjoints, la série Y| P(A4,) converge et P( U An> = Z P(A,).

n=0 n=0

— On appelle alors le triplet (2,7, P) un espace probabilisé.

— Sur un tel espace, pour tout A < Q, P(A) = EP({a}).

acA
cardA
cardQ)’

Probabilité uniforme. En situation d’équiprobabilité : P(A4) =

Théoréme de la limite monotone.

+0
— Soit (A,), une suite d’événements croissante pour U'inclusion (Vn e N, A,, < A,,1+1), P(A,) - P< An>.
n—-+0o0

+o0
— Soit (A4,,), une suite d’événements décroissante pour l'inclusion (Vn e N, A, 1 € A,), P(4,) — P( N An> .

Inégalité de Boole.

+00 +oo
— Si (A4,,)n une suite d’événements telle que la série > P(A,,) converge, alors : P( U An) < Z P(A,).
n=0 n=0

Evénements négligeables et presque strs.

— Un événement A est dit négligeable lorsque P(A) = 0.

— Un événement A est dit presque sar lorsque P(A) = 1.

— Une réunion au plus dénombrable d’événements négligeables est un événement négligeable.

— Une intersection au plus dénombrable d’événements presque sfirs est un événement presque sir.
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Probabilité conditionnelle. Soit un événement A € 7 de probabilité non nulle.
P(An B)
P(A
— Py est appelée probabilité conditionnellement & A ou encore probabilité sachant A.

— On note la probabilité de B sachant A : P4(B) ou P(B|A).

— L’application P4 : T — [0,1] vérifiant P4(B) = est une probabilité.

Formule des probabilités composées. Soit (Ax)o<k<n une suite d’événements de probabilités non nulles.
— P( ﬂ Ak) H P(Ak| ﬂ Al) = Ao) X P(A1|A0) X P(Ag‘Al N Ag) Lo X P(An|A1 N A2 N ..M An—l)
k=0

Formule des probabilités totales.

— Un systéme complet d’événements est une partition au plus dénombrable de €. C’est donc une famille
d’événements (A;);er, ot I est au plus dénombrable, telle que | J A; = Qet V(i,j)e % i#j=AinA; = J.

iel
— Si (An)nen est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, alors :
+o0
VBeT, P(B)= >, P(BnA,) = > P(B|A,)P(A,).
k=0 =

Formule de Bayes.

— Si (Ap)nen est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles et B est un événement de probabilité
également non nulle, alors :

Vie N, P(A;|B) = P(B|A)P(A) P(B];‘l(i)BI;(Ai)
ZP B|4,)P(Ay)

Evénements indépendants.

— On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque P(A n B) = P(A) x P(B).
— Lorsque P(A) > 0, cette condition est équivalente a P(B|A) = P(B).
— Si A et B sont indépendants, alors A et B, A et B ainsi que A et B sont aussi indépendants.

Indépendance d’une suite d’événements.

— Une suite d’événement (A,,),er au plus dénombrable (avec I < N) est une suite d’événements mutuellement

indépendants lorsque pour tout ensemble fini J < I, on a : P(ﬂ Aj) = H]P(Aj).
jeJ J€
— Si (Ap)ner est une suite d’événements mutuellement indépendants, alors ces événements sont indépendants

deux a deux. Attention! La réciproque est fausse!
n

+o0
— Si (A, )ner est une suite d’événements mutuellement indépendants, alors : P ( N An) = lim, 4o kHO P(Ayg).
0 =
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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Soient €2 un univers au plus dénombrable et E un ensemble donné.

Variable aléatoire discréte.

— Une variable aléatoire discréte définie sur 2 et & valeur dans E est une application X : Q — F vérifiant :
e X () est au plus dénombrable.
e Pour tout z € X (), X '({z}) = {w € Q| X(w) = z} est un événement. On note cet événement (X = x).
— Lorsque F < R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.

Support. Le support de X est 'ensemble de ses valeurs prises, noté X (2). Une variable aléatoire réelle est discréte
si son support est fini ou dénombrable.

Loi de probabilité d’une variable aléatoire. Soit X : 0 — E une variable aléatoire.

— L’ensemble A = P(X()) est une tribu sur X ().

— L’application Px : A — [0, 1] définie par Px(A) = P(X € A) est une probabilité sur (X(Q2),.A).

— La probabilité Px est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X.

— On dit de deux variables aléatoires X et Y qu’elles sont équiréparties lorsqu’elles ont la méme loi : Px = Py.
On note alors X ~ Y. Attention! On peut avoir X ~ Y mais avec X # Y.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de X est lapplication Fx : R — [0,1] qui a tout réel z
associe P(X < z). Fx est croissante, de limite nulle en —oo, de limite 1 en +00. Elle est continue en tout point, sauf
aux points x tels que P(X = z) # 0, ou elle est continue & droite.

Espérance.

— EBE(X)= > x3P(X = xp). L’espérance est une moyenne pondérée.

IkEX(Q)
— Si X(Q) < [a,b], a < E(X) <b. Si X(Q) Cla,b[, a < E(X) <b. Si E(X)=0, X est dite centrée.
— E(@X +b)=aE(X)+b. E(X+Y)=E(X)+ E(Y).

Théoréme de transfert. E(f(X)) = >, f(ap)P(X = xx).
IkEX(Q)
Variance.
— V(X)=E((X-E(X))?) = > (z1—E(X))*?P(X = ;). La variance est une mesure de dispersion.
xkEX(Q)
— V(X) =0.SiV(X) =0, X est (presque stirement) constante. Si V(X) = 1, X est dite réduite.
— V(@X +b) =a?V(X). V(X +Y)=V(X) + V(Y) + 2cov(X,Y) (cf. infra).

Ecart-type.

— O0x = V(X)
— OgX+b = |a|0x.

2
Loi uniforme Z ([1, n]). X(Q)=[1,n];Vke[1l,n], P(X =k) = %;E(X) = n;—l ; V(X)) = n 1.

Loi de Bernoulli #(p). X(Q) ={0,1}; P(X =1)=p; P(X =0)=1—p; E(X) =p; V(X) =p(1 —p).

Loi binomiale #(n,p). X(Q) =[0,n];Vke[0,n], P(X =k) = (Z)pkq”_k; E(X) =np; V(X) =np(1—p).

Loi géométrique ¥(p). X(Q) = N*; Yk e N*, P(X = k) = ¢*1p; E(X) = L _2
p

; V(X)) = P X suit une loi

AR

géométrique si et seulement si : V(n,m) € N2, P(X > n +m|X > n) = P(X > m) (loi sans mémoire)
k
Loi de Poisson Z(\). X(?) =N;VkeN, P(X =k) = e_A% ;

Inégalité de MARKOV. Si X est a valeurs positives : Ve > 0, P(X > ¢) <

E(X) =X V(X)=A
B(X)

€
V(X)

e2

N

Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV. Ve > 0, P(|X — E(X)| = ¢)
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VECTEURS ALEATOIRES

Couple de variables aléatoires.

— Si X; et X5 sont deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans E, alors X = (X1, X3): Q — E? définie par
X(w) = (X1(w), Xo(w)) est une variable aléatoire discréte & valeurs dans E?2.
— Loi conjointe. On appelle loi conjointe de X; et X3 la loi Px = Px, x,)- Elle est déterminée par :
V(l‘l,xg) € Xl(Q) X XQ(Q),Px(l'l,Z‘Q) = P(X = (xl,xg)) = P((X1 = l‘l) M (Xg = 1‘2))
— Lois marginales. On appelle lois marginales du couple (X, X2) les lois Px, et Px, définies sur X;(Q) et
X2(Q) par : Vo e X;(Q), Px,(2) = P(X; =xz) = 2 Px(z,y) et Yy € X2(Q), Px,(y) = Z Px(z,y).
yEX2(Q) zeX1(Q)

Loi conditionnelle.

— Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles. On considére = € R tel que ’événement P(X = z) > 0
et on note A = P(Y()).

P((X = YeA

— L’application P(X=x) : A — [0,1] telle que A —> P(sz) (Yed)= (( z)n (Y e A))

P(X = ) est une probabilité.

— On appelle cette probabilité loi conditionnelle de Y sachant (X = ).

Variables aléatoires indépendantes.

— On dit que les variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, sont indépendantes lorsque pour tout (zi,zs,...,z,) €
X1(Q) x X5(2) x ... x X,,(Q), les événements (X; = x1), (X2 = x2), ..., (X, = z,,) sont indépendants.

n

— Dans ce cas, P( N Xk = xk)> = klillP(Xk = Tg).

— Si Xj et X5 sont deux variables aléatoires indépendantes et que X = (X1, X5), alors :
v("Ela .’ﬂg) € X(Q)v PX(xla xQ) = PXl (xl)PX2 (xQ)

— La suite (X;);en est une suite de variables aléatoires discrétes réelles indépendantes si, et seulement si, pour
tout n > 1, les variables aléatoires (X;)o<i<n sont indépendantes.

Fonction d’une variable aléatoire.

— Soient X : Q) — F une variable aléatoire discréte et [ : X(Q) — F, alors fo X est une variable aléatoire discréte
a valeurs dans F. On la note f(X).

— Soient X7, Xo, ...X,, des variables aléatoires discrétes indépendantes, f et g deux fonctions et m € {1,2,...,n—1},
alors (X1, X2, ..., Xin) €t ¢(Xim+1, Xint2, .-, Xn) sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

Covariance.

— Définition. cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))). Si cov(X,Y) > 0, X et Y sont positivement corrélées.
Résultat analogue si cov(X,Y) < 0. Si cov(X,Y) =0, X et Y ne sont pas corrélées.
— Formule de KOENIG-HUYGENS. cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
— Propriétés. cov(X, X) = V(X). cov(X,Y) = cov(Y, X). cov(aX + bY, Z) = acov(X,Z) + beov(Y, Z).
Si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse.
cov(X,Y)

Coefficient de corrélation linéaire. px y = ———.|px v| < 1. Si |px,y| = 1, alors on a, presque siirement
OxXO0y

X
(c’est-a-dire avec une probabilité égale a 1) : 3(a,b) e R* x R, Y = aX + b.
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VARIABLES A DENSITE

Fonction de répartition. X est une variable aléatoire & densité si sa fonction de répartition est continue sur R,
de classe C' sur R sauf peut-étre en un nombre fini ou dénombrable de points.

Densité. f est une densité de probabilité si f est positive sur R, continue sur R sauf peut-étre en un nombre fini
+0o0

ou dénombrable de points, et telle que : f(t) dt converge et vaille 1.

Si F est la fonction de répartition de X, alors toute fonction f telle que F’ = f aux points 0a F est dérivable est une

densité de X. Si f est une densité de X, alors la fonction de répartition de X est donnée par: Vo € R, F(z J f(®)dt.

La fonction F est de classe C! partout 1a ou f est continue. Plus généralement, si f est continue & droite (resp. &
gauche) en z, alors F' est dérivable a droite (resp. a gauche) en z.

Loi uniforme % ([a,b]).
— Support. X(Q2) = [a,b].
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : f(t) =

1
site[a,b] et f(t) =0 sinon.
—a

b
— Fonction de répartition. La fonction de répartition de X est la fonction F' définie par : F(z) = 0 si z < q,
F(z) =1 pour x > bet: Vx € [a,b], F(z) = "Z_a
b b—a)?
— Espérance, variance. E(X) = i, V(X) = Q.

2 12

Loi exponentielle &(\).

— Support. X(Q) =]0, +ool.

— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : f(t) = Ae ™ si ¢t > 0 et 0 sinon.

— Fonction de répartition. La fonction de répartition de X est la fonction F définie par : F(z) = 1 — e~ si
x > 0 et 0 sinon.

1
— Espérance, variance. F(X) = X V(X) = VR
Loi normale .4 (m, o).

— Support. X(Q2) =R.

]_ t—m 2
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : Vt € R, f(t) = -

oV2T

— Espérance, variance. E(X) =m. V(X) = o2

Loi normale centrée-réduite .4#°(0,1).
— Support. X(Q2) =R.
1 2
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : Vt € R, f(¢t) = e" 7. E(X)=0.

Ver

— Fonction de répartition. On note ® la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi
normale centrée-réduite. On a : Vz € R, ®(—z) = 1 — ().
— Espérance, variance. E(X) =0. V(X) =1

Propriétés de stabilité des lois classiques.

— Sia < b, X suit laloi Z[0,1] < a + (b — a)X suit la loi % |a, b].

— Si Y suit la loi [0,1], alors X = —% In(1 —Y) suit la loi &()).

— Sia # 0, X suit la loi normale 4" (m, 0?) < aX + b suit la loi A (am + b,a0?).

— Si X et Y, indépendantes, suivent A (m,a?) et A (m’,0'%), X + Y suit la loi A (m +m/, 02 + 0'?).

Théoréme de transfert. Si X admet une densité f nulle en-dehors d'un intervalle Ja, b[((a, b) € R?), et si g est

une fonction continue sauf peut-étre en un nombre fini de points sur ]a,b[, alors g(X) admet une espérance si et
b b

seulement si l'intégrale f g(t)f(t) dt converge absolument, et on a alors : E(g(X)) = f g(t) f(t) dt.

a

b
Moment d’ordre r. X admet un moment d’ordre 7, noté m,.(X) si et seulement si I'intégrale J t" f(t)dt converge
a

+o0
absolument, et on a alors : E(X") = J tf(t) de

—00
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