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STRUCTURES ALGEBRIQUES

Groupe. Un ensemble G muni d’une loi de composition interne * est un groupe si :

— la loi * est associative (V(z,y,2) € G2, (z*y) * 2 = z = (y * 2)),

— @ admet un élément neutre pour la loi * (Je€e G,Vr e G,z +e =ex 1z = 1),

— tout élément de G est inversible (ie. admet un symétrique) pour la loi * (Vz € G,32" € G,x 2’ = 2’ xx = e).

Sous-groupe. H ¢ G est un sous-groupe de (G, *) si :
— H contient ’élément neutre de G pour la loi *,
— H est stable pour la loi * (V(z,y) € H>,x*y e H),
— YaeH,a ' e H.
Caractérisation d’un sous-groupe : H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si :
— H est non vide,
— V(z,y)e H?>,zxy~'e H.

Groupe commutatif. G est un groupe commutatif si la loi * est commutative (V(z,y) € G?,x %y = y * x)).
La loi de composition est alors souvent notée +.

Groupe cyclique. G est un groupe cyclique si le groupe G est fini (ie. il admet un nombre fini d’élements, et
admet un générateur.

Morphisme de groupe. f est un morphisme de groupes de (G1,*1) sur (Ga, *2) si: V(z,y) € G2, f(z 1 y) =
f(x) =2 f(y). On dit que f est un isomorphisme de groupe si f est de plus bijective.

Anneau. Un ensemble A non vide muni de deux lois de compositions internes + et * est un anneau si :
— (A, +) est un groupe commutatif,

— la loi = est associative et distributive par rapport a la loi +,

— A admet un élément neutre pour la loi .

Sous-anneau. B A est un sous-anneau de (A, +, *) si :
— B est un sous-groupe de (4, +),
— B est stable pour la loi * (V(z,y) € B2,z xy € B),
— B contient I’élément neutre de A pour la loi .
Caractérisation d’un sous-anneau : B est un sous-groupe de (A, +, *) si et seulement si :
— B est stable pour la loi = (V(z,y) € B>,z *y € B),
— B contient ’élément neutre de A pour la loi *,
— VY(z,y) € B?, (x + (—y)) € B (ou (—y) désigne le symétrique de y pour la loi +).

Idéaux. Une partie non vide I d’un anneau commutatif (A, +, *) est un idéal de A si :
— I est stable pour la loi +,
— V(a,i)e Ax I, (axi)el.

Intégrité. Un anneau (A, +, *) est dit intégre s’il est non nul (04 # 14 ie. A = {04}), commutatif et si :
V(a,b) e A%, axb=04 = a=040ub=04.

Corps. Un ensemble K non vide muni de deux lois de compositions internes + et * est un corps si :
— (K, +, *) est un anneau non réduit & {Ox}, ou {Ox} est I’élément neutre de K pour la loi +.
— la loi * est commutative,
— tout élément de K
{0k} admet un symétrique pour la loi *.

Sous-corps. L ¢ K est un sous-corps de (K, +, #) si :
— L est un sous-anneau de (K, +, *),
— (L, +, *) est un corps.



