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POLYNOMES

n
Définitions. Si P = P(X) = Y. a1, X" avec a,, # 0, P est de degré n, de coefficient dominant a,,, de monome de
k=0
plus haut degré a, X™.

Racines, ordre de multiplicité.

— M est racine de P < P(\) =0 < (X — \) divise P.

— X est racine de P d’ordre de multiplicité k < ((X — A)¥divise P et (X — A)**! ne divise pas P).
— Xest racine de P d’ordre de multiplicité k < (Vie [0, k — 1[PD(X) = 0 et PF)(X) £ 0)).

Théoréme de D’ ALEMBERT. Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine complexe. Co-
rollaire : tout polynome de degré n admet exactement n racines complexes, en tenant compte des ordres de multiplicité.

Polyndémes irréductibles.

— Un polynome P est irréductible dans K [X] si P n’admet aucun diviseur trivial (i.e. les constantes non nulles
et les multiples non nuls de P) dans K[X].

— Les polynoémes irréductibles dans C[X] sont les polynomes de degré 1.

— Les polynomes irréductiles dans R[X] sont les polyndomes de degré 2 n’admettant aucune racine réelle.

— Tout polynome s’écrit de fagon unique (a ordre prés) sous forme de produit de polyndmes irréductibles.

n
Polynoémes scindés. Un polynome P est scindé sur K sl s’écrit sous la forme : P(X) = « knl(X — Ak), ol & et

les A; sont éléments de K. On dit que P est scindé a racines simples si les A\j sont distincts. Dans C [X ], tout polynome
non constant est scindé sur C.

Décomposition d’un polynéme dans C[X]. Si P a pour coefficient dominant «, pour racines A, Az, ... \p,

p
d’ordres de multiplicité respectifs a1, g, ... cp, alors : P(X) = « kH1(X — Ag) k.

Décomposition d’un polynéme dans R [X]. Si P a pour coefficient dominant o, pour racines réelles A1, Ag, ... Ap,

d’ordres de multiplicité respectifs aq, g, . . . ap, et pour racines complexes conjuguées i1, fi1, (42, (52, - - - , b, fim , d’ordres
L U B
de multiplicité respectifs 1, B2, - . . Bm, alors : P(X) = « lkﬂl(X - Ak)ak} lkl_ll (X2 —2Re (pr) + |uk|2) ]

Formule de TAYLOR pour les polyndémes. Vne N, VP e C, [X],VaeC, P(X) = Z %P(k) (a).
k=0 '

Polyn6émes d’interpolation de LAGRANGE.

— Pour tout n € N*, pour toute n-liste (z1, s, ..., z,) d’éléments distincts de C et pour tout j € [1, n], il existe
un unique polynéme L; € C,,_1 [X] tel que : L;(x;) = d; ;.
X — g,
— Vje[l,n],L;(X) = II i La famille (L;i)1<i<n) forme une base de C,,_1 [X].
I<i<ni#j T; — T;
— Pour tout n € N*, pour toute n-liste (z1, 22, .. ., z,) d’éléments distincts de C et pour toute n-liste (y1,y2,...,yn)

d’éléments de C, il existe un unique polynéome P € C,,_1 [X] tel que : Vie [1, n]|, P(z;) = v..

— Cet unique polynoéme est égal a : P(X) = Z%‘Li-
i—1



