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Groupe Ipesup = Len°®1 en Sup-Spé

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

Limite finie en un point. lim f(z) =¢< Ve > 0,3a > 0,Vz e Dy, |z — x| < a=|f(z) — ] <e.

T—T0

Limite infinie en un point. wll)rg f(z) = +0 < VA >0,3a >0,V € Dy, |z — 20| < = f(z) > A.

Limite finie en +o0. wll)rfoof(x) - e VA>0,3z0eR, Ve e Dy, x>z = |f(x) — (] <e.

Limite infinie en +o0. wgrfwf(x) =40 < VA> 0,320 R, Ve e Dy, x> zg = f(z) > A

Définitions analogues pour des limites en un point & gauche, a droite, ou en en —o0, ou des limites égales & —oo.

Caractérisation séquentielle. lim f(z) = £ si et seulement si, pour toute suite (uy),, oy telle que : lim w, = a,

o« n—+w

la suite (f(un))nen converge vers /.

Croissance. f est croissante sur I si: V(z,y) € I?, (x <y) = f(z) < f(y).
Définitions analogues pour la stricte croissance, la décroissance, la stricte décroissance.

Théoréme les plus importants sur les limites.

— Théoréme de la limite monotone. Toute fonction croissante sur ]a, b[ admet en a une limite & droite, finie
ou égale & —o0; en b une limite & gauche, finie ou égale & +00; et en tout point g €]a, b[, une limite finie a
droite et une limite & gauche. Résultats analogues pour les fonctions décroissantes.

— Théoréme de ’encadrement. Si au voisinage de z¢ : f(z) < g(x) < h(z), et si les fonctions f et g admettent
une limite finie commune £ en g, alors la fonction g admet pour limite ¢ en xg.

— Théoréme de prolongement des inégalités. Si au voisinage de g : f(x) < g(z), et si les fonctions f et g
admettent en xy une limite finie, respectivement égales a ¢ et é,, alors : £ < (.

Comparaison de fonctions.

— Fonctions négligeables. f est négligeable devant g au voisinage de xq, et Pon note f(z) = o(g(x)), si il existe
un voisinage V de z¢ et une fonction e de limite nulle telles que pour tout x € V, f(z) = e(x)g(x).
) ~

— Fonctions équivalentes. f est équivalente a g lorsque au voisinage de zg, et 'on note f(x) ~ g(x), si
zo
f(x) — g(z) = o(g(x)), i.e. si il existe un voisinage V de z¢ tel que pour tout x € V, f(x) = h(z)g(z), ou
lim h(z) = 1.
T—T0

Equivalents usuels.
— In(1 +2) et

— Inu~u—1.
1

— et =1~z

0
— (1+x)0‘—13a:1c.
— sinz ~x.

0
22
— cosx—1~——.
0o 2

Continuité. f est continue en zo si : lim f(x) = f(zo), i.e. : Ve > 0,3 > 0,Vz € Dy, |z — 29| < a =
x—xT

|f(z) — f(xo)| < e. f est continue sur T si f est continue en tout point de I. Les opérations élémentaires conservent la
continuité. Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes sur se ce segment.

Théoréme des valeurs intermédiaires. Si f est continue sur [a,b], alors pour toute valeur intermédiaire \
strictement comprise entre f(a) et f(b) : Ic €]a, b, f(c) = A. Si f est strictement monotone, cette solution est unique
(théoréme dit "de la bijection"). La fonction réciproque f~! est alors continue et de méme monotonie que f.

Fonctions lipschitziennes. f est k-lipschitzienne sur I si V(z,y) € I%,|f(z) — f(y)| < k| — y|. Toute fonction
lipschitzienne est continue.



