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Retrouvez ci-dessous les théorémes et les formules les plus importants de votre cours de mathématiques de deuxiéme
année.
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Point méthode

Utiliser le formulaire.

Ce formulaire est un outil pour vous permettre de réviser vos définitions, vos formules, ainsi
que les théorémes que vous aurez a utiliser de fagon appropriée le jour du concours. Leur
connaissance doit orienter I’apprentissage du cours et doit vous permettre d’identifier les points
essentiels, sur lesquels vous serez particulierement attendus. Nous vous conseillons donc de
I'utiliser pour préparer vos colles ou en support, si nécessaire, lorsque vous travaillez sur des
exercices, ce tout au long de I'année. Bon travail a tous.
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GROUPES-ANNEAUX-CORPS

Relation de congruence dans Z.

— Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les sous-ensembles nZ = {nk, k € Z}, ou n € N.

— Soit n € N*, deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n si, et seulement si, a — b € nZ. On note alors
a = b modulo n.

— La condition précédente est équivalente & a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

— Sia=0bmodulo n et a’ =V modulo n alors a + @' = b+ b modulo n et aa’ = bb’ modulo n.

Groupe (Z/nZ,+) et anneau (Z/nZ,+, x).

— La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

— La classe d’équivalence d’un entier k est définie par : cl(k) = {l € Z,k = [ modulo n}. On peut alors définir
Iensemble des classes d’équivalence modulo n, noté Z/nZ = {cl(0), cl(1), ...,cl(n — 1)}.

— L’ensemble Z/nZ est un groupe commutatif pour la loi + définie par cl(k) + cl(k') = cl(k + /).

— L’application 7 : k — cl(k) est un morphisme surjectif de (Z, +) dans (Z/nZ, +), appelé surjection cano-
nique.

— L’ensemble Z/nZ est un anneau commutatif pour la loi + définie par cl(a) + cl(a’) = cl(a + a’) et la loi x
définie par cl(a) x cl(a’) = cl(aa’).

Sous-groupes engendrés par un élément.

— Etant donnés un groupe G et a € G, 'application ¢ : k + ka (en notation additive) ou k — a* (en notation
multiplicative) allant de Z dans G est un morphisme de groupe.

— L’ensemble Im(y) = {ka, k € Z} (en notation additive) ou Im(p) = {a*, k € Z} (en notation multiplicative) est
le sous-groupe engendré par a. On le note aussi (a).

— 1l existe un unique n € N tel que Ker(y) = nZ. Cet entier n est appelé ordre de I’élément a.

— Sin = 0, alors (a) est infini et isomorphe & Z. Sinon, (a) est cyclique, contient n éléments et est isomorphe a
Z/nZ.

— Les générateurs du groupe (Z/nZ, +) sont les classes d’équivalence cl(k), ot k € Z est premier avec n.

Morphismes d’anneaux. Soit (A4, +, x) et (B, +, x) deux anneaux.

— ¢ : A — B est un morphisme d’anneausi : V(a,a') € A% p(a+a’) = p(a) +p(a') et p(axa’) = o(a) x p(a’).
e Si A= B : p est un endomorphisme d’anneau.
e Si ¢ est bijective : ¢ est un isomorphisme d’anneau.
e Si A = B et ¢ est bijective : ¢ est un automorphisme d’anneau.

— Un morphisme d’anneau ¢ est injectif si, et seulement si, Ker(¢) = {04}.

— Un morphisme d’anneau ¢ est surjectif si, et seulement si, Im(y) = B.

Idéaux d’un anneau commutatif. Soit (A, +, x) un anneau.

— Lorsque 'anneau A est commutatif, on dit que I < A est un idéal de A si: (I, +) est un sous-groupe de (A4, +)
et Vxe I,Vae A,ax € I.

— Soit x € A, I'idéal de A engendré par x est défini par A = {za, a € A}.

— On dit que A est un anneau intégre si: A # {04} est commutatif et V(a,a’) € A%, axa’ =0=a=0oud = 0.

— Soit z,y deux éléments de Panneau intégre A. x divise y si, et seulement si, yA < £A. On note alors x|y.

Idéaux de Z et arithmétique dans Z. Soit a, b, c € Z.

— Les idéaux de Z sont exactement les nZ, ott n € N.

— L’ensemble aZ + bZ = {au + bv, (u,v) € Z?} est un idéal de Z dont I'unique générateur positif est appelé plus
grand commun diviseur (PGCD) de a et b et noté a A b.

— L’ensemble aZ N bZ est un idéal de Z dont 'unique générateur positif est appelé plus petit commun multiple
(PPCM) de a et b et noté a v b.

— Théoréme de Bézout. a A b = 1 si, et seulement si : 3(u,v) € Z? : au + bv = 1.

— Théoréme de Gauss. Sia A b=1 et a|be, alors alc.

Corps Z/pZ.

— cl(a) € Z/nZ est inversible pour la loi x si, et seulement si, a An=1.
— 7Z/pZ est un corps si, et seulement si, p est un nombre premier.
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Indicatrice d’Euler.

— On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction ¢ : N — N qui & n associe le nombre ¢(n) d’entiers dans
[1, n] premiers avec n.
— Calcul de l'indicatrice d’Euler d’un nombre entier :
e Si p est premier, alors p(p) = p — 1 et p(p*) = p¥ — pF~—L.
e Sim An =1, alors o(mn) = p(m)p(n).

Morphismes d’anneau.

— Il existe un unique morphisme d’anneau ¢ : Z — A défini par p(k) = k- 14.

— Ker(p) est un idéal de Z, donc Im € N : Ker(p) = mZ. m = car(A) est appelé caractéristique de A.

— Factorisation d’un morphisme. Soit ¢ : Z — A un morphisme d’anneau et w la projection canonique de
Z sur Z/nZ. Si n est un multiple de car(A4) (équivalent & A < Ker(w)), alors il existe un unique morphisme
@:Z/nZ — Atel que: o = .

Idéaux de K[X] et arithmétique dans K[X]. Soit K un sous-corps de C.

— Les idéaux de K[X] sont de la forme PK[X] = {PQ,Q € K[X]}, ou P € K[ X].

— L’ensemble PK[X] + QK[X] = {PU + QV, (U,V) € K[X]?} est un idéal de K[X] dont l'unique générateur
unitaire est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) de P et @ et noté P A Q.

— L’ensemble PK[X] n QK[X] est un idéal de K[X] dont l'unique générateur unitaire est appelé plus petit
commun multiple (PPCM) de P et @ et noté P v Q.

— Théoréme de Bézout. P A Q = 1 si, et seulement si : 3(U, V) e K[X]?: PU + QV = 1.

— Théoréme de Gauss. Si P A Q =1 et P|QR, alors P|R.
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INTEGRALES IMPROPRES

I désigne un intervalle de R non réduit a& un point, K désigne R ou C.

Fonctions intégrales a4 valeurs positives et continues par morceaux.

Une fonction f € C2 (I, Ry) est dite intégrable sur I si il existe M > 0 tel que pour tout segment J < I, f <M.
J

On note alors Jf = Sup J I
I J

JciI
Critéres d’intégrabilité.
Soient f,ge CO (I,Ry).
— Si:Vtel, f(t) < g(t), et si g est intégrable sur I, alors f est intégrable sur I.

Dans les trois résultats suivants, on supposera I = [a,b[ ou (a,b) € R x (R U {+0}).
— Si: f(¢) ;g(t), alors f est intégrable sur [a,b[ si, et seulement si, g est intégrable sur [a,b][.

— Si: f(t) = (g(g(t)), et si g est intégrable sur [a,b|[, alors f est intégrable sur [a,b]|.
b

— f est intégrable sur [a,b[ si, et seulement si, la fonction x — f f(t) dt admet une limite finie en b, et on a
a

alors : Lf—glcig})ij(t) dt.

Intégrales de Riemann.

Soient « € R et a > 0.

1
— La fonction ¢ — o est intégrable sur [ 1, +o0[ si, et seulement si, o > 1.

— La fonction t — = est intégrable sur |0, a] si, et seulement si, a < 1.

Intégrabilité pour des fonctions a valeurs réelles ou complexes.

— Soit f € CY (I,K). f est dite intégrable sur [ si |f| est intégrable sur I.
— Cette définition étend celle de I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment. Les propriétés
usuelles de linéarité, positivité et la relation de Chasles s’étendent a cette nouvelle définition de l'intégrale.

Continuité d’une intégrale & parameétre.

Soit m € N* A une partie ouverte de R™, f: A x [ — K, telle que :
—Vtel, f(,t): A — K; 2 —> f(x,t) € C°(A,K);

—Vzed f(z,): I — K;2— f(xvt)ecgn(IaK);
— hypothése de domination sur A : 3p € C% (I, R, ) telle que : ¢ est intégrable sur I et : Vo € A, |f(z,-)] < ¢.
Alors g: A — K; z —> Jf(x,t) dt e C°(A,K).
I

Dérivation d’une intégrale 4 parameétre.

Soit A un intervalle de R non réduit a un point, f: A x I — K, telle que :
— VzeA, f(z,)): I — K;zr— f(xat)ecgn(IaK);

0
— f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a la premiére variable a—f ;
x
of
— Vtel, ==(-,t) e C°(4,K);
1 G0 AR,
foeA,é(x,-)eC'?n(I,K); .
— hypothése de domination sur A : 3p € CO, (I, R ) telle que : ¢ est intégrable sur I et : Vz € A, a—i(m, )‘ <o
Alors g: A — K; 2z —> Jf(x,t) dt e C1(A,K) et Vo € A, ¢'(x) = Jg—f(x,t) dt.
I 10T

Les deux derniers théorémes restent vrais si ’hypothése de domination est vérifiée sur toute partie compacte de A.
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

n et p désignent deux entiers naturels non nuls, (E, || - ||) et (F,|-|) désignent deux R-espaces vectoriels normés de
dimensions n et p, (G, ||| - [||) désigne un espace vectoriel normé, Q désigne un ouvert de E, f désigne une fonction de
Q dans F', a désigne un élément de Q.

Dérivée suivant un vecteur, dérivées partielles.

fla+th) — f(a)

— Soit h € Q, h # 0g. f admet en a une dérivée suivant le vecteur h si "

t tend vers 0, notée alors Dy, f(a).

admet une limite quand

of

— Dans le cas particulier ot B = (eq,e2,...,¢e,) est une base de F fixée, on note, pour i € [1, n], p (a) la
Ty

dérivée suivant le vecteur e; de f en a, appelée dérivée partielle de f par rapport a x;.
— La dérivation partielle est linéaire et plus généralement, les régles de calcul usuelles sur les dérivées s’appliquent.

Fonctions de classe C'.

— f est dite de classe C! sur 2 si f admet une dérivée partielle par rapport a ;, pour i € [ 1, n]], et si ces dérivées
partielles sont continues sur €.

— f est de classe C! si, et seulement si, pour tout h € E\{0g}, f admet une dérivée suivant le vecteur h sur €, et
si ces dérivées sont continues sur €.

Fonction différentiable, différentielle.

— f est différentiable en a € 2 si il existe df, € L(E, F), appelée différentielle de f en a, telle que :
Flath) = fla) + dfa(h) + olh).
— Si f est différentiable en a, alors elle admet une dérivée en a suivant tout vecteur h, et alors df,(h) = Dy f(a).
— feCYQ,F) = f différentiable sur Q.
— Si V un ouvert de F, f € C1(Q,V), g e CY(V,G) alors :
d(fo9), = dgs@) o dfa-

Matrice jacobienne, jacobien.

— Soit (€}),<;<, une base de F, (fi),;<, la famille des fonctions composantes de f € CH(Q, F) sur cette base. La
OFf
matrice jacobienne de f en a est la matrice : Jy(a) = <afj (a))
€Z; 1<i<p
1<j<n

— Le jacobien de f en a est le déterminant de J¢(a).
— Si V un ouvert de F, f € C1(Q, V), ge CH(V,G) alors : Jyor(a) = Jy(f(a))Js(a).

Fonctions de classe C?, théoréme de Schwartz.

— f admet une dérivée d’ordre 2 en a suivant les vecteurs e; et e; si f admet une dérivée partielle par rapport a
% f
axi&xj '
— [ est de classe C? sur Qsi: V(i,j) € [1, n]l, f admet une dérivée partielle d’ordre 2 par rapport & x; et z; et
0? 0?
si ces dérivées partielles sont continues. On a alors : V(¢,5) € [1, n ], a—faxj = —f(?mj.
T

6xi

. of e . . )
x; sur un ouvert contenant a et si —— admet une dérivée partielle en a par rapport & x;, notée alors

Gradient.
Si: QcR"et: felC'(R), alors : Va € Q, Jlgrad(f)(a) € R™, Vh e R, ds(a)(h) = {grad(f)(a) | h).

Inégalité des accroissements finis.

of
&vi

Si Q est convexe, f € CH(Q,R), (a,b) € Q?, M € Ry tels que : Va € Q, >
i=1
M||b — allw-

(a)‘ < M, alors : |f(b) — f(a)| <

Point critique, extremum local, point selle.

Soit f € C1(Q,R).

— a est un point critique de f si : df, = Oz®n r) ou, de fagon équivalente, si : grad(f)(a) = Ogn.

— Si f admet un extremum local en a, alors a est un point critique de f.

— Si a est un point critique de f qui n’est pas un extremum local de f, on dit que a est un point selle.
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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

A désigne un intervalle de R non réduit a un point, et (f,),c une suite de fonctions définies sur A.

Convergence simple.
— La suite de fonctions (fy), oy converge simplement sur A vers une fonction f si: Va € A, f,(z) —— f(z). La
n—0o0

fonction f est alors unique, et est appelée limite simple de (fy),cn-

N
— La série de fonctions Y f,, converge simplement sur A si < fn) converge simplement sur A.
n=0 n=0 NeN

Convergence uniforme.
— (fn),en converge uniformément sur A vers une fonction f si : lirf Ifn — fllow = 0. La fonction f est alors
n—-+00

unique, et est appelée limite uniforme de (fy,),,cx-

N
— > fn converge uniformément sur A si la suite de fonctions < fn) converge uniformément sur A.
n=0 n=0 NeN

Converge uniforme = Convergence simple. La convergence uniforme implique la convergence simple, pour

les suites comme pour les séries de fonctions.

Convergence uniforme et caractére borné/continu. Si (fy,),y converge uniformément vers f sur A et si
toutes les fonctions f,, sont bornées (resp. continues) sur A, alors f est bornée (resp. continue) sur A.

Théoréme de la double limite. Si (f,), oy converge uniformément vers f sur A et si: Vn € N, f,(z) —— by,

alors la suite (by,),, o converge, et sa limite b vérifie : lim f(z) = b. Autrement dit :
r—a

lim (hm fn(q:)) - lim( lim fn(:c)>.

n—+0w \rz—a r—a \ n—>+x0

Convergence normale. Y] f,, converge normalement sur A si la série réelle Y || fn|loo converge. Attention : la
n=0 n=0
notion de convergence normale est réservée aux séries de fonctions.

Converge normale = Convergence uniforme. La convergence normale d’une série de fonctions implique sa
convergence uniforme.
Convergence uniforme et intégration.

— Si la suite de fonctions continues (fy,),y converge uniformément sur un intervalle [a,b] vers une fonction f,

alors f est continue sur [a,b] et :
b b
Jim ( [ .0 dt) S RLCEE
b

— Si la série de fonctions )] f,, converge uniformément sur [a,b], alors la série >, | f,(¢) dt converge et on a :
n=0 n=0Ja

+a0 b btoo

Z fn(t) dt = Z fn(t) dt.

n=0Ja an=0
Convergence uniforme et dérivation.

— Si la suite de fonctions de classe C (f,,), .y converge uniformément sur un intervalle I vers une fonction f, et
si (f}),,en converge uniformément sur tout segment de I, alors f est de classe C' et

Veel, fl(x) mf’(x).

— Si la série de fonctions de classe C* ) f,, converge uniformément sur un intervalle I, et si Y. f/ converge
n=0 n=0

+o0
uniformément sur tout segment de I, alors la fonction Y. f,, est de classe C* et
n=0

+o0 " 4o

n=0
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SERIES ENTIERES

1
(an),en désigne une suite de nombres complexes. On adopte la convention 0= ~+00, T 0, K désigne R ou C.

Définition.

La série entiére associée a la suite (ay),,oy est la série de fonctions z — >, a,2".
n=0

Lemme d’Abel.

Soit p € RY tel que (anp™),,cn s0it bornée. Alors :

— Vze D(0,p), > anz™ est absolument convergente ;
n=0

— Vle]0,p[, 2+ Y anz" converge normalement sur D(0,1).

n=0

Rayon de convergence.

— L’intervalle {p > 0| > |an|p™ converge} admet une borne supérieure dans [ 0, +0 |, appelé rayon de convergence
n=0

de Y anz".

n=0

— Le disque (ouvert) de convergence de ) a,z" est le disque D(0, R), ott R est le rayon de convergence.
n=0

Propriétés du rayon de convergence.

Soit R le rayon de convergence Y a,z".
n=0

— Si|z| < R, Y] an2z™ est absolument convergente.
n=0

— Si|z| > R, Y. an,z™ diverge grossiérement.
n=0

— Si |z| = R, on ne peut pas conclure.

— > apz™ converge normalement sur tout compact du disque de convergence.

n=0
+0
— z+— > a,z"™ est définie et continue sur le disque ouvert de convergence de la série entiére > a,z".
n=0 n=0
N 9 . An+1 1
— Reégle de D’Alembert : si: | |—— ——1e[0,+:], alors: R = —.
Gn neN "T® !

1
— Reégle de Cauchy : si ({‘/|an\> —— 1€ [0,+m], alors : R = 7

neN n—ao
Opérations algébriques et rayon de convergence.

Soient > a,z™ et > b,z"™ deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry, de disques de conver-
n=0 n=0
gence respectifs D, et Dy.

40
— Produit par un scalaire non nul. Soit A € C*. Le rayon de convergence de Y Aa,z" est R, et > Aa,z" =
n=0 n=0
+00
A anz™.
n=0
— Somme. Le rayon de convergence R,y de >, (ay + b,)z"™ vérifie : R,y = inf(R,, Rp).
n=0
+o0 +o0 +0o0
De plus, Vz € D, 0 Dy, > (an +bp)2™ = Y, anz™ + >, bpz™.
n=0 n=0 n=0

— Produit de Cauchy. Le rayon de convergence R, de Y. < > akbn_k) 2™ vérifie : Rygp = inf(Rqy, Rp).
n=0 \k=0

+0o0 n +o0 +00
De plus, Vz € Dy N Dy, Y, (Z akbn_k)z" = ( > anz”) ( > bnz">.
n=0 n=0

n=0 \k=0
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Etude au bord du disque de convergence.

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si ] |a,[t" converge pour t = R (resp. t = —R),
n=0 n=0
+0
alors la fonction définie sur | —R, R] (resp. [—R, R[) par  — >, a,a™ est continue au point R (resp. —R).
n=0

Intégration terme a terme.

n+1
. P LY . P P L 1:
Soit Y, anx™ une série entiére d’une variable réelle x, de rayon de convergence R > 0. La série entiére »’ a,
n=0 nso n+1
T 4 o0 xn-ﬁ-l
a pour rayon de convergence R, et Ve e | -R, R[, | > ant"dt = Z n———-
0 n=0

Dérivation terme a terme.

Soit Y} a,x™ une série entiére d’une variable réelle x, de rayon de convergence R > 0. Pour tout r € N*| la série

n=0
n! U 8 t® n!
entiére Y| a,———a" " a pour rayon de convergence R, et Vx € | —R,R[, — >, apz" = Y, ap——a" "
n=0 (TL - T)' dz” n=0 (n - 'f')'

Développement en série entiére.
— Soient 7 € R* et f : |—r,r[ —» K. f est dite développable en série entiére sur | —r,r[ s’il existe une série
+o0
entiére Y a,2™ de rayon de convergence R = r, telle que : Vx € | —r,r[, f(z) = > apz™
n=0

n=0

— Si f est développable en série entiére sur | —r,r [, égale & > a,z™

n=0
F(0)
n!

,alors : f € C°(]—r,r[,K) et (a")neN est

déterminée de facon unique par : Vn e N, a,, =

Développements en série entiére usuels.

— VYee]-1,1[, (1 +z)~ =Z<1:[o¢ > (e R);

k=0
©
1 +

— Vaxe]-1,1],

I
g
R§

1—x
1 +o0
— Vze]-1,1], = (—1)"ax"™;

—Vee]|-1,1[[In(l—-2)= ) ——a";

— \me]—l,l[,(l_i)rH= f(f)znz f(”:’")xn (reN);

— VxR, cos(z) = Z (-=1)" 2n)! ;

— Vz e R, sin(z) = 2(71)"7'

—VmeR,ch(x):Z -
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

K désigne un corps infini, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N, u € £L(E) un endomorphisme de F et
A e M,,(K) la matrice de v dans une certaine base.

Valeurs propres.

— X € K est une valeur propre de u si il existe € E non nul tel que u(xz) = Az. z est alors un vecteur propre de
U associé a A.

— Le spectre de u est ’ensemble de ses valeurs propres.

— Il y a au plus n valeurs propres distinctes en dimension n.

— wu et A ont méme spectre.

— Le spectre de A sur LL contient le spectre de A sur K, ou L est un corps contenant K.

— Si K = C, le spectre de u est non vide.

— A et "A ont méme spectre, mais pas les mémes sous-espaces propres.

Sous-espaces propres.

— Le sous-espace propre de u associé a A est Ker(u — Aidg).

— Une droite vect(x) est stable par u si et seulement si z est un vecteur propre de u.

— Des sous-espaces propres associés & des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
— Si f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g.

Polynémes d’endomorphismes.

d d

— Si P = ap X", on pose P(u) = apu®, avec uF = wo---ou.
S kgo k ) p ( ) kgo kW, $ ~—

— @,: K[X] — L(E) ; P —> P(u) est un morphisme d’algébre : on a (P + AQ)(u) = P(u) + AQ(u) et
(PQ)(u) = P(u) o Q(u), mais attention P(u + Av) # P(u) + AP(v) et P(uov) # P(u) o P(v).

— L’idéal des polynomes annulateurs de u est Ker ®,, il est engendré par le polyndme minimal de u m,. On a :
Plu)=0 < m, | P.

— K[u] = Im ®,, est une algébre commutative : P(u) et Q(u) commutent.

Polynéme minimal.

— Le polynéme minimal 7, de u est défini par P(u) =0 < m, | P.
— Les racines de 7, sont exactement les valeurs propres de u.
— Si m, est de degré d, alors (id7 Uy ... ,ud_l) est une base de K[u].
k
— Lemme de décomposition des noyaux : si P = 1_[1Pi et que les P; sont premiers entre eux, Ker P(u) =
i

k
Ker P;(u).
i=1
Polynéme caractéristique.

— Le polynéome caractéristique ma de A est x4 = det(XId — A) = X" —tr(A) X" 1 +... 4+ (=1)"det(A). On pose
Xu = XA : le polynéme caractéristique est indépendant de la base.
— Les racines de x, sont exactement les valeurs propres de u.

n n
— Si xy est scindé sur K, tr(u) = X A; et det(u) = 1_[1 i
i=1 i=
— Pour toute valeur propre A de u, 1 < dimKer(u — Aid) < « la multiplicité de A dans x,,.
— Théoréme de Cayley-Hamilton : 7, | Xy, i.€. xu(u) = 0.
Diagonalisation.
— u (et A) est diagonalisable < E = @ Ker(u— \id) <= il existe une base de vecteurs propres de u < A
A

est semblable & une matrice diagonale.

— wu est diagonalisable <= 7, est scindé a racines simples <= Y, est scindé et pour toute valeur propre A,
dim Ker(u — Aid) = ay.

Trigonalisation.

— u (et A) est trigonalisable <= A est semblable & une matrice triangulaire.
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— wu est trigonalisable <= m, est scindé <= x, est scindé. En particulier, v est toujours trigonalisable sur C.

Similitude.

— Deux matrices A, B € M, (K) sont semblables s'il existe une matrice inversible P, dite de changement de base,
telle que B = PAP~!. A et B sont alors les matrices d’un méme endomorphisme dans des bases différentes.

— La similitude est une relation d’équivalence.

— Le spectre, le polynéme caractéristique, le polyndéme minimal, la trace et le déterminant sont des invariants de
similitude. Ce n’est pas le cas des sous-espaces propres.

Nilpotence.

— wu est nilpotent <= il existe k € N tel que u* =0 <= il existe k€ [0, n] tel que u* = 0.
— wu est nilpotent <= wu est trigonalisable et a 0 pour seule valeur propre.
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel.

Rappel sur les supplémentaires orthogonaux.

— Soit F une partie de E. On définit 'orthogonal de F par : F+ = {z € E|Vy € F, (z|y) = 0}.
— Soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F @ F+ = E, alors F- est le supplémentaire orthogonal de F.
— Si F' est un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie, alors il admet un supplémentaire orthogonal.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie.

— Soient F un sev de E de dimension finie et F'* son supplémentaire orthogonal. Alors tout élément x € E s’écrit
de maniére unique sous la forme zp + zp. € F @ F' et ’endomorphisme défini par pr : E — E tel que
pr(xr + xpL) = xp est appelé projection orthogonale sur F.

— Caractérisation métrique. Le projeté orthogonal de = € E sur F' est I'unique vecteur f € F vérifiant :

|z = f|| = mingep |2 — y|. On a alors : |z = |f[* + |z — f||2
p

— Soit (e, €2, ..., €,) une base orthonormale de F, Vx € E,pp(x Z (x]ex)ex

— Inégalité de Bessel. Pour (f1, fa, ..., f») une famille orthonormale d’éléments de E : Vz € E, Z (z|fr)? < |z|*
k=0

Suites totales.

— Une suite (ay,), de vecteurs de E est totale lorsque le sev Vect({a, |n € N}) est dense dans FE.

— Si (an), est une suite totale, alors Vect({a, |n € N})* = {0g}.

— Caractérisation des suites totales. Une suite (a,),, d’éléments de E est totale ssi pour tout x € E, la suite
des projetés orthogonaux de x sur Vect(ao, ay, ..., a,) converge vers z.

— Caractérisation des suites orthonormales totales. Une suite orthonormale (e,), d’éléments de E est
totale ssi pour tout z € E, la série >.(z|e,)? converge vers |z|%.

Endomorphisme symétrique.

— Un endomorphisme u de E est dit symétrique lorsque V(z,y) € E?, (u(z)|y) = (x|u(y)).
— L’ensemble des endomorphismes symétriques est noté S(F) et est un sous-espace vectoriel de L(E

- . n(n+1

Si dim(F) = n, alors dim(S(F)) = g

— Caractérisation matricielle. Un endomorphisme est symétrique ssi sa matrice exprimée dans une base or-
thonormale est symétrique (elle est sa propre transposée).

— SiwueS(E), alors Im(u) = Ker(u)*

— Soient u € S(F) et F un sev stable par u. Alors F'- est aussi stable par u.

Projecteur symétrique.

— Un projecteur p est endomorphisme de E qui vérifie p? = p.
— Un projecteur p est symétrique ssi c’est une projection orthogonale : il existe un sous-espace F' de E tel que
F@®F' = E et p projette sur F parallélement a F-.

Théoréme spectral. Soit u € S(E).

— Les valeurs propres de u sont réelles.

— F est en somme directe orthogonale des sous-espaces propres de wu.

— Autrement dit, il existe une base orthonormale diagonalisant u.

— Matriciellement, toute matrice A réelle et symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée : il existe
une matrice orthogonale P et une matrice diagonale réelle D telles que A = PDP~! = PD!P.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

FE désigne un espace vectoriel normé sur R ou C de dimension finie n € N, I un intervalle de R, a une application
continue de I dans L(E), b une application continue de I dans E et y une application dérivable de I dans E. On note
alors ay l'application allant de I dans E qui vérifie : Vi € I, ay(t) = a(t)(y(t)).

Equation différentielle linéaire d’ordre 1.

— On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 toute équation de la forme 3y’ = ay + b.

— Une solution de I’équation précédente est une application y dérivable allant de I dans F vérifiant :
Ve Ly/(t) = a(t)(y(t)) + b(t).

— En choisissant une base de F, I’équation différentielle précédente se réécrit matriciellement telle que :
Vte ILY'(t) = A(t)Y (t) + B(t), ou Y et B sont des matrices colonnes représentant les vecteurs y et b et ou A
est la matrice carrée de I'application a dans la base choisie.

— On appelle équation homogéne associée a I’équation y' = ay + b I'équation 3’ = ay.

— La dimension de ’espace des solutions de ’équation ¢y’ = ay vaut n = dim(E).

— Les solutions de ’équation différentielle totale s’écrivent sous la forme y = yp, + yp, ol ¥, est une solution de
I’équation homogeéne associée et y, est une solution particuliére de ’équation totale.

— Si E =K, alors il existe C € K telle que Vt € I, y,(t) = Ce*® | o «v est une primitive de la fonction a sur I.

Probléme de Cauchy.

— Un probléme de Cauchy sur I est la donnée d’une équation différentielle y’ = ay+ b couplée a une condition
initiale xz(tg) = zp € E, ou tg € I.

— Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire : pour tout (tg,z¢) € I x E, il existe une unique solution sur I de
léquation y’ = ay + b vérifiant y(tp) = yo.

Systéme fondamental de solutions. Wronskien.

— On appelle systéme fondamental de solutions toute base de ’espace des solutions de ’équation homogéne
y' = ay. Cette base contient n éléments.
— Pour toute famille (y1,y2,...,yn) de solutions de I’équation homogene, on appelle wronskien relativement a
une base B Papplication W de I dans K définie par : Vt € I, W(t) = detp(y1(t), y2(%), ..., yn(t)).
— Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
e La famille (y1,y2,...,Yn) est un systéme fondamental de solutions.
o Vie I,W(t) # 0.
e dige I,W(to) # 0.

Exponentielle d’'un endomorphisme, d’une matrice.
On se donne un endomrophisme u € L(F) et A sa matrice exprimée dans une base B de E.

+00
U
— L’exponentielle de ’endomorphisme u est définie par 'endomorphisme exp(u) = Z Ak ot u est I'endo-
k=0 """
morphisme u composé k fois.
+00 Ak

— L’exponentielle de la matrice carrée A est définie par la matrice exp(A) = T h
k=0 """
— Sive L(E) commutant avec u, alors exp(u + v) = exp(u) o exp(v) = exp(v) o exp(u).
— L’application ¢ : R — L(F) définie par V¢ € R, p(t) = exp(tu) est dérivable sur R et sa dérivée vérifie :
Vit e R, ¢'(t) = uoexp(tu) = exp(tu) o u.
— Lorsque A est diagonalisable, il existe une matrice P inversible et une matrice diagonale D = diag(A1, A2, ..., \p)
telles que A = PDP~!. On a alors exp(A4) = Pexp(D)P~!, ot exp(D) = diag(e, e*2, ..., e*n).

Systémes différentiels linéaires homogénes a coefficients constants.

— IL’équation différentielle homogene y' = ay est dite & coefficients constants si a € L(F) est indépendant de
la variable t. En choisissant une base de F, I’équation se réécrit matriciellement : Ve € I,Y'(t) = AY (¢).

— Soit un vecteur u € E, la fonction définie par Vit € I, y(t) = exp(ta)(u) est solution de I’équation y’ = ay.

— Si B est une base de E, alors la famille de fonctions représentée dans la base B par la matrice exp(tA) est un
systéme fondamental de solutions.

Recherche de solutions particuliéres.
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N
Principe de superposition. Si b = Zbi et que les (y;) sont solutions des équations y' = ay + b;, alors
k=0
N
Yp = Zyl est une solution particuliére de ’équation totale 3y’ = ay + b.
k=0

Variation de la constante. On se donne (y1,¥y2, ..., ¥,) un systéme fondamental de solutions de 1’équation
homogeéne ¢ = ay. Il est possible de chercher une solution particuliére de I’équation totale 3’ = ay + b de la
n

forme y,(t) = Z ek (t)yk(t), avec (cx)x une famille de fonctions dérivables de I dans K. Dans une base B de E,
k=1

cela s’écrit matriciellement : Y, (t) = F(t)C ou F(t) est la matrice dans la base B de la famille (y(¢))x et C est
la matrice colonne composée des scalaires (cg(t)).

Y, est solution de Y’ = AY + B si, et seulement si, C'(t) = F~!(¢)B(t). Cette derniére relation fournit
Pexpression des ¢}, (t) dont il suffit de déterminer une primitive.

Cas ot a est constante. Dans le cas oil a ne dépend pas de la variable ¢, F~1(t) = exp(tA)~! = exp(—tA).

Cas particulier des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2.
Considérons I'équation différentielle a(t)y” + b(t)y’ + c(t)y = d(t), ou a,b,c et d sont des fonctions continues de I

dans K. Attention! La méthode avec le polynome caractéristique ne s’applique que si les fonctions a, b et ¢ sont
constantes !

On commence par se placer sur un intervalle I sur lequel la fonction a ne s’annule pas.
On réécrit I'équation différentielle sous sa forme résolue : y” = a(t)y’ + 5(t)y + (1), ot @ = —=b/a, B = —c/a
et v =d/a.

e . . . y(t)) ( 0 1 )
On transpose 'écriture sous forme matricielle en introduisant Y (¢) = , A(t) = et
P 0 = (40) 40 = (ay st

B(t) <7?t)>’ on peut écrire Y'(t) = A(t)Y () + B(t). On se rameéne alors & une équation différentielle d’ordre 1

sur Pespace K2.
On commence par chercher un systéme fondamental de solutions (yi, y2) de I'équation homogéne Y’ = A(t)Y.
e S’il existe P inversible et indépendante de ¢ et une matrice diagonale D telles que A(t) = PD(t)P~!, alors
on peut écrire : (P7YY) = D(t)(P~'Y) qui se résout plus facilement (équation différentielle scalaire du
premier ordre).
e Dans le cas oul A(t) ne dépend pas de t, il suffit de prendre y;(t) = exp(tA)e;, oil (e1, e2) est une base de K2.
e Sinon, on montre que (i) 1 et y2 sont des solutions de 1’équation homogéne ay” + by’ + cy = 0 et (ii) que
ui(t) ()
vi(t)  wa(t)
On cherche ensuite une solution particuliére. Si celle-ci n’est pas évidente, ol ne peut pas étre déterminée avec
les méthodes de sup, on procéde & la variation de la constante :
e On suppose que la solution a la forme y,(t) = A(¢)y1(t) + n(t)y2(t).

v (51) - (310 710)" (1)

e Il reste a déterminer une primitive de X’ et de u’ pour obtenir une solution particuliére.
On écrit les solutions de I’équation totale sous la forme : y(t) = Ay1(t) + pya(t) + yp(t), ou A\, p e K.
Si la fonction a s’annule en certains points, on suit la méthode précédente sur chacun des intervalles I sur
lesquels a ne s’annule pas. Puis on recolle les fonctions obtenues en les points d’annulation. On vérifie enfin
que la fonction obtenue est bien dérivable deux fois et qu’elle vérifie I’équation différentielle en les points ou a
s’annule.

le wronskien W(t) = ne s’annule pas en un point.
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ESPACES VECTORIEL NORMES

Soient K I'un des corps R ou C et E un K-espace vectoriel muni d’une norme N vérifiant les propriétés ci-dessous.

Norme. L’application N de E dans R est une norme si elle vérifie :

— la positivité : Yo € E,N(x) = 0,

— Daziome de séparation : Ve € E,N(z) =0 =z =0,

— Phomogénéité : Vo € E,YA e K, N(Az) = |\|N(z),

— Dinégalité triangulaire : ¥(x,y) € E*, N(x +y) < N(z) + N(y).

Norme associée a un produit scalaire. La norme N associée au produit scalaire {.|.) est définie par :
— VYa € E,N(z) = y/{z|z).

Normes usuelles. Les applications suivantes sont les normes usuelles & connaitre :

n n
— Dans K", pour & = (21, 22,...,7a) € K", Ni(2) = Y Jaxl, Na(@) = 4 [ 3 ax? et Noo(z) = sup |-
k=1 k=1

1<k<n

b
— Dans C([a, b],K), pour f € C([a,b],K), Ni(z) = J |f(t)| dt. C’est la norme de convergence en moyenne.

b
— Dans C([a, b],K), pour f € C([a,b],K), Na(z) = J |7 (#)]? dt. C’est la norme de convergence en moyenne
a

quadratique.

— Pour f une fonction bornée a valeurs dans K, Ny, () = sup |f(¢)]. C’est la norme de convergence uniforme.
tela,b]

Normes équivalentes. Les normes N7 et Ny sont dites équivalentes si :

— I(a, B) € (RE)? : aNy < Ny < BN,
— Lorsque E est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Distance. L’application d de E? dans R est une distance si elle est vérifie :
o V(Z‘,y) € EQ,d(l‘,y) = Oa

o V(.T,y) € E27d(m7y) =0=z= Y,

o V(I,y) € EQ,d(I,y) = d(’y,l‘),

— V(z,y,2) € % d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Distance associée & une norme. La distance d associée & la norme N est définie par :
o V(m,y) € E2,d(l’7y) = N(y - (E)

Boules et sphéres.

— On appelle boule fermée de centre a € E et de rayon r > 0 U'ensemble Bp(a,r) = {x € E|N(z —a) < r}.
— On appelle boule ouverte de centre a € F et de rayon r > 0 l'ensemble Bo(a,r) = {x € E|N(x —a) < r}.
— On appelle sphére de centre a € E et de rayon r > 0 'ensemble S(a,r) = {x € E|N(z —a) =1}

Parties, suites et fonctions bornées.

— On appelle partie bornée toute partie de E' qui est incluse dans au moins une boule.
— On appelle application bornée toute application dont 'image est bornée.
— On appelle suite bornée toute suite (uy,) telle que 'ensemble {u,, |n € N} est borné.

Suites convergentes et divergentes. Soit (u,) une suite d’éléments de E.

— On dit que (uy,) converge si : 3 € E:Ve > 0,Ing e N: Vn = ng, N(u, — 1) <e.

— On dit que (uy,) diverge si (u,) ne converge pas.

— Si la suite (uy,) est convergente, alors elle est bornée et sa limite est unique.

— On appelle valeur d’adhérence de la suite (u,) toute limite d’une suite extraite de (uy,).
— Une suite avec au moins deux valeurs d’adhérence distinctes est divergente.
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TOPOLOGIE D’UN ESPACE NORME

Soit F un espace vectoriel normé muni de la norme N et A une partie de F.

Voisinage d’un point. Soit z € E.

— On appelle voisinage de x toute partie de E qui contient une boule ouverte de centre .
— On note V(x) Pensemble des voisinages de x.
— Dire que V € V(x) signifie que : Ir > 0:Vye E,N(y —z) <r=yeV.

Ouverts et fermés de E.

— On appelle ouvert de F toute partie de E qui est un voisinage de chacun de ses points.

— Ou encore, O est un ouvert de E ssi pour tout = € O, il existe une boule ouverte centrée en z incluse dans O.

— Autrement dit, O est un ouvert de E ssi Ve € O,3r > 0:Vye E,N(y —z) <r=ye O.

— FE, ¥ et toute boule ouverte de E sont des ouverts de FE.

— On appelle fermé de E toute partie de F dont le complémentaire dans E est un ouvert de E.

— E, &, tout singleton {z} de E et toute boule fermée de E sont des fermés de E.

— Caractérisation séquentielle des fermés. F' est un fermé de F ssi pour toute suite d’éléments de F' conver-
gente, la limite est dans F'.

Stabilité des ouverts et des fermés.

— Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

— Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
— Toute intersection de fermés est un fermé.

— Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Point adhérent et adhérence.

— Soit z € E, on dit que z est adhérent & A si tout voisinage de x rencontre A : YV € V(x),V n A # .

— x est adhérent a4 A ssi toute boule fermée centrée en z contient au moins un élément de A :
Ve>0,3ae A: N(a—z) <e.

— On appelle adhérence de A 'ensemble des points adhérents a4 A. On la note A.

— Caractérisation de I’adhérence. A est le plus petit fermé de E contenant A. A est donc un fermé de E.

— Caractérisation séquentielle de ’adhérence. z est adhérent & A ssi il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers .

— A est un fermé de E ssi A = A.

— On dit que B c A est dense dans A quand B = A.

Point intérieur, intérieur et frontiére.

— On dit que z est un point intérieur & A lorsque A est un voisinage de z.
— Autrement dit, z est un point intérieur a A lorsqu’il existe une boule ouverte de centre x contenue dans A :
Je>0:Vye E,N(y—z) <e=ye A

— On appelle intérieur de A I'ensemble des points intérieurs & A. On le note A.

[e] [e]
— Caractérisation de l’intérieur. A est le plus grand ouvert de E inclus dans A. A est donc un ouvert de E.
— On appelle point frontiére de A un point adhérent & A qui n’est pas intérieur a A.

— On appelle frontiére de A I'ensemble des points frontiéres de A : Fr(A4) = A\ A.

- o _—
— On a les égalités suivantes : CgA = CgpA et CgA =CgA.

Topologie induite sur A.

— Soit a € A. On appelle voisinage de a relatif & A lintersection de A avec un voisinage de a.
— On appelle ouvert (resp. fermé) relatif a A l'intersection de A avec un ouvert (resp. un fermé) de E.
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COMPACITE ET CONNEXITE PAR ARC

Soit E un espace vectoriel normé muni de la norme N.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

— Toute suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie admet au moins une valeur d’adhérence.
— Autrement dit, toute suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie admet une sous-suite
convergente.

Parties compactes.

— Une partie A de E est dite compacte si pour toute suite d’éléments de A on peut en extraire une sous-suite
qui converge dans A.

— Toute intersection de parties compactes est compacte.

— Toute réunion finie de parties compactes est compacte.

— Toute partie fermée d’une partie compacte est compacte.

— Tout produit fini de parties compactes est compact.

— Toute partie compacte est fermée et bornée.

Parties compactes en dimension finie. On suppose que E est de dimension finie.

— Caractérisation des parties compactes. En dimension finie, une partie A de E est compacte ssi A est
une partie fermée et bornée de F.

Compacité et applications continues. On se donne F et F' deux espaces vectoriels normés.

— Si K est un compact de E et f une application continue de E dans F, alors f(K) est un compact de F.

— Théoréme des bornes atteintes. Si K est un compact de F et f une application continue de K dans F,
alors f est bornée et atteint ses bornes.

— Théoréme de Heine. Si f est continue sur un compact K de E, alors f est uniformément continue sur K.

Connexité par arcs. On se donne A une partie de E.

— On appelle chemin toute application continue ~ de [0,1] dans A.

— On appelle arc I'ensemble ([0, 1]) des points atteints par un chemin. v(0) et (1) sont appelés extrémités de
ce chemin.

— La relation R définie sur A par aRb ssi il existe un chemin continu reliant a et b est une relation d’équivalence.

— Les classes d’équivalence de la relation R sont appelées les composantes connexes par arcs de A.

— A est dite connexe par arcs lorsqu’elle n’admet qu’une unique composante connexe par arcs.

— Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles de R.

Connexité par arcs et applications continues.

— L’image d’un connexe par arcs par une application continue est encore connexe par arcs.

— Théoréme des valeurs intermédiaires. Si f est une application continue d’une partie A de E' connexe par
arcs dans R, alors f(A) est un intervalle de R.

— Autrement dit, si f est une fonction continue sur un connexe par arcs A et qu’elle atteint les réels a et b (a < b),
alors elle atteint sur A toutes les valeurs de l'intervalle [a, b].

Parties convexes et étoilées.

— Pour z,y € E, on appelle segment [z, y]| 'ensemble des points {tz + (1 — t)y |t € [0,1]}.
— Une partie A de E est dite convexe si pour tout z,y dans E le segment [z, y] est inclus dans A.
— Une partie A de E est dite étoilée §'il existe un élément a de A tel que : Yz € A, [a, x] < A.
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APPLICATIONS DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés munis respectivement des normes N et N’. On se donne A une partie
de FE et f une application de A dans F.

Limite d’une application en un point adhérent. Soit a € A.

— f admet pour limite [ € F' au point a si pour tout voisinage V' de [, il existe un voisinage W de a relatif a
A tel que f(W) < V. Autrement dit : YV € Vr(1),3W € Vg(a) : f(W n A) c V.

— Ouencore : Ve > 0,In > 0:Vr e A, Ni(x —a) <n= No(f(x) 1) <e.

— Lorsqu’une telle limite existe, elle est unique.

— Si [ est la limite de a par f alors [ est adhérent a f(A).

— Caractérisation séquentielle. f admet une limite en a ssi pour toute suite (u,) d’éléments de A convergeant
vers a, la suite (f(uy)) est convergente.

— Dans R, on appelle voisinage de +0oo (resp. —o0) toute partie de R qui contient au moins un intervalle de la
forme [¢, +00[ (resp. | — o0, ¢]).

Opérations sur les limites.

— Soient F, F5, ..., F,, un nombre fini d’espaces vectoriels normés et F' = F} x Fy x ... x F,,. Pour 1 < i < n, on
se donne une application f; de A dans F; et on définit f de A dans F par f(a) = (f1(a),..., fn(a)). f admet en
a € A lalimite [ = (Iy,...l,,) ssi pour tout 1 < i < n, f; admet pour limite /; en a.

— Soient F, F et G trois espaces vectoriels normés, f : E — F et g : F — G deux applications et a un point
adhérent & A. Si f admet pour limite b au point a et que g admet pour limite ¢ au point b, alors g o f admet
pour limite ¢ au point a.

— Soient f et g deux applications de A dans F' admettant respectivement ¢ et I, pour limites en a. Alors, pour
tout (A, u) € K2, I'application Af + pug admet une limite en a et cette limite vaut Ny + ul,.

— Soient f: A= F et u: A= K deux applications admettant respectivement [ et A pour limites en a adhérent
a A. Alors, 'application u x f admet une limite en a et cette limite vaut Al.

— En particulier, les applications polyndémiales sont continues.

Continuité d’une application. Soit a € A.

— Si f admet f(a) comme limite au point a, alors f est continue en a.

— Si f est continue sur tous les points de A, alors f est continue sur A.

— Caractérisation séquentielle. f est continue en a ssi pour toute suite (u,) d’éléments de A convergeant vers
a, la suite (f(uy,)) converge vers f(a).

— La composée de deux applications continues est encore continue.

— Théoréme. Si deux fonctions continues coincident sur une partie B dense dans A, alors ces deux applications
coincident sur A.

Caractérisation de la continuité par I’image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes

e f est continue sur A.

e L’image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé relatif de A.
e L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert relatif de A.

Continuité uniforme.

— On dit que f est uniformément continue sur A lorsque : Ve > 0,3n > 0 : V(z,y) € A2, Ni(y —2) < n =
No(f(y) - £(x)) <.

— On dit que f est k-lipschitzienne lorsqu’il existe k = 0 tel que : V(z,y) € A%, Nao(f(y) — f(z)) < kNy(y — ).

— Si f est k-lipschitzienne, alors elle est uniformément continue.

Applications linéaires continues. On suppose que f : E — F est linéaire.

— f est continue sur F ssi f est continue en Op ssi f est bornée sur la boule unité ssi f est lipschitzienne sur F
ssi f est uniformément continue sur F ssi 3C = 0: Vo € E, Na(f(z)) < CNy(x).

— En dimension finie, toute application linéaire, bilinéaire ou multilinéaire est continue.

— En particulier, le déterminant est une application continue en dimension finie.
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SERIES REELLES ET VECTORIELLES

Soit () une suite de nombres réels ou d’éléments d’un espace vectoriel normé (E, |.|).
Définitions et notations.
n
— On appelle série de terme général u,, la suite (S, ), définie par Yn e N, S,, = Z ug. On la note > uy,.
— Pour un n € N fixé, S,, s’appelle somme partielle de la série Y u,. =

— On dit que la série > u, converge lorsque la suite (S,), converge.

— Quand la série Y u, converge, on appelle somme de Y u, la limite de la suite (S,),. On la note Zuk.

k=0
Attention. Cette notation n’a pas de sens quand la série ne converge pas.
+o0 +o0
— Quand la série } u, converge, on appelle reste d’ordre n de > u, I’élément Z up = Zuk - Sh.
k=n+1 k=0

Attention. Cette notation n’a pas de sens quand la série ne converge pas.
— Quand une série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Divergence grossiére.

— Si Y u,, converge, alors (uy,), tend vers 0.

— Si (un)n ne tend pas vers 0, alors > u, ne converge pas. On dit alors que la série diverge grossiérement.
Convergence absolue.

— On dit que la série réelle (resp. d’éléments de E) > u, converge absolument quand la série Y |u,| (resp.
> |unll) converge.

— Si une série réelle converge absolument, alors elle est convergente.

— Si une série vectorielle converge absolument et que E est de dimension finie, alors elle est convergente.

— La réciproque est fausse : il existe des séries convergentes mais qui ne convergent pas absolument. Elles sont
dites semi-convergentes.

Séries particuliéres. On suppose que E est de dimension finie.

— Soit u € E, on appelle série géométrique la série Zu Quand |u| < 1, cette série est convergente.

— Soit u € F, on appelle série exponentielle la série Z —. Cette série est absolument convergente. On note sa
+00 k nt
somme : exp(u Z o

Reégle de d’Alembert. Soit Y u, une série a termes réels strictement positifs.

— Si

Up 41
Unp

— let quel>1 (resp. ] < 1), alors >, u, diverge (resp. converge). Si I = 1, on ne peut pas conclure.

u
— Si a partir d'un certain rang —=—+ < k avec k €0, 1[, alors 3 u,, converge.
n

Unp+1

— Si & partir d’un certain rang > 1, alors Y, u,, diverge grossiérement.

n
Critére spécial des séries alternées.

— Si Y u, est alternée (Vn € N, upupi1 < 0) et que la suite (|uy,|), est décroissante et tend vers 0, alors > u,
converge.

Produit de Cauchy. On suppose que E est de dimension finie.
— On appelle produit de Cauchy des séries > u, et >, v, la série > w, définie par : Vn € N w,, = Zukvn_k.

— Si Y up et > v, sont des séries réelles convergentes a termes positifs (resp. vectorielles absolument convergentes),

+00 +00 +00
alors leur produit de Cauchy converge et Z Wy, = (Z un> (2 vn>.

k=0 k=0 k=0

Comparaison série-intégrale. Soit f une fonction réelle positive et décroissante.
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3
— La série de terme général w,, = f f(t)dt — f(n) est convergente.
n—1

— La série >, f(n) converge ssi la suite (J f (t)dt) converge.
0

n
Sommation des relations de comparaison.

— Si > uy et > v, sont des séries convergentes & termes réels positifs et que R, et R), sont leurs restes d’ordre
n respectifs, alors :
e Siu, = o(vy,), alors R,, = o(R),).
e Siu, = O(vy,), alors R, = O(R.).
e Siu, ~ vy, alors R, ~ R).
— Si > uy, et > v, sont des séries divergentes a termes réels positifs et que .S, et S, sont leurs sommes partielles
d’ordre n respectives, alors :
e Siuy, = o(vy,), alors S, = o(S},).
e Siu, = O(vy), alors S,, = O(S).

e Siu, ~ vy, alors S, ~ S/.
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FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES

Dénombrabilité.

— Un ensemble est dit dénombrable lorsqu’il est en bijection avec N.

— Toute partie infinie de N est dénombrable.

— Un ensemble est fini ou dénombrable ssi il est en bijection avec une partie de N.

— Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est encore dénombrable.

— Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable.
— Exemples. Les ensembles Z, Q et N? sont dénombrables. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Famille sommable de réels positifs. Soit (u;);er une famille de réels positifs.
— On dit que la famille (u;);e; est sommable lorsqu’il existe M € Ry tel que, pour toute partie finie J < I, on
jedJ

— On définit alors la somme de la famille par sup Zuj. On la note ZUZ

JcoI > -

Jfinie J€J iel
— Si (u;)ier n'est pas sommable, alors Zuz = +00.

el

— Cas I = N. La famille de réels positifs (u;);en est sommable ssi la série > u; converge.
Théoréme de sommation par paquets. Soit (I,), une partition de I et (u;);er une famille de réels positifs.

— La famille (u;);es est sommable ssi (i) pour tout n € N, la famille (u;);ez, est sommable et (ii) la série (>, I, u;)
converge.

+00
— Dans ce cas, Euz = Z Z u; |-
el n=0 \iel,
Famille sommable réelle ou complexe.

— Soit (u;)ier une famille de réels ou de complexes. On dit que cette famille est sommable si la famille de réels
positifs (|u;|)ser est sommable.

— Soit (u;)ier une famille de réels sommable. En notant I, = {i € I'|u; = 0} et I_ = {i € I |u; < 0}, les familles
(wi)ier, et (u;)ier_ sont sommables et on a : Zul = Z lu;| — Z s
iel el iel_

— Soit (u;)ier une famille de complexes sommable. Les familles (Re(u;))ier et (Im(u;))ier sont sommables et on

a: 2“1 = ZRe(ui) + ZIm(ui).

iel iel el
— Cas [ = N. La famille de réels ou de complexes (u;);en est sommable ssi la série > u; converge absolument.
Permutation des termes d’une série absolument convergente.

— Soient »;u,, une série de termes complexes absolument convergente et o une permutation de N. Alors »; u,(y,)
+o0

+00
converge et Zua(n) = Z Up,.
n=0

n=0

Théoréme de sommation par paquets. Soit (I,), une partition de I et (u;);e; une famille réelle ou complexe.

— La famille (u;);e; est sommable ssi (i) pour tout n € N, la famille (u;);es, est sommable et (ii) la série
Z(Zie]n \U1|) converge.
+00
— Dans ce cas, Y jui = ) (Z uz>
el n=0 \tel,

Intervertion de sommes sur N x N de nombres réels positifs.

— La famille de réels positifs (u; ;) j)en> est sommable ssi (i) pour tout j, la série Y, u; ; est convergente de
somme S; et (i) la série 37, S; est convergente.

— Dans ce cas, (i) pour tout 7, la série };; u;,; est convergente de somme T;, (ii) la série 3, T; est convergente et
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+o0 [+ +o0 [+
(iii) on a ’égalite Z Ui = Z (ZWJ) = Z ( Uu)
0

(4,j)eN2 i=0 \j=0 §=0 \i=
Intervertion de sommes sur N x N de nombres complexes.

— La famille (u;;)(; j)en> de nombres complexes est sommable ssi pour tout i, la série ), ; Wi, est absolument

+00
convergente et la série ), <Z |u”|> est convergente.
j=0
— La famille (u;)(;,j)en> de nombres complexes est sommable ssi pour tout j, la série »;; u; ; est absolument
+o0
convergente et la série 3 (Z |u”|> est convergente.
i=0
' 400 [+m 00 [+m
— Quand (ui,j)(i,j)eNz est sommable, on a 1’égalite Z Ui j = Z (Eu”> = Z (2111])
(4,5)eN? i=0 \j=0 j=0 \i=0

Produit de Cauchy.
n
— On appelle produit de Cauchy des séries > u, et > v, la série > w,, définie par : ¥n € N, w,, = Z Uk Up—k-
k=0

— Si > u, et Y, v, sont des séries complexes absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy converge

+0 +0 +0
absolument et an = (Zun> (2%)
k=0

k=0 k=0
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PROBABILITES

Soit 2 un univers au plus dénombrable. L’ensemble des événements est alors P(£2).

Tribu. On appelle tribu sur  une partie 7 de P(2) vérifiant :
— QeT.

— VAeT,A=Q\AeT.

— Pour toute suite (A, )nen d’¢léments de T, ey An € T

Conséquences immédiates de la définition. Soit 7 une tribu sur Q.
— JeT.
— 7T est stable par réunion finie et par intersection finie.

— Pour toute suite (A, )nen d’éléments de 7, I'intersection N
— Pour tout A,Be T, AnBeT.

nen An est encore dans 7.

Espace probabilisable et événement. Soit 7 une tribu de €.

— Le couple (2, T) est appelé espace probabilisable.
— Un élément A de T est appelé événement.

Probabilité. Soit (2, 7) un espace probabilisable.
— On appelle probabilité toute application P définie sur 7 a valeurs dans [0, 1] telle que (i) P(2) = 1 et (ii) pour

+0 I©
toute suite (A, ), d’événements deux a deux disjoints, la série Y, P(A,) converge et P( U An> = Z P(A,).
= n=0

— On appelle alors le triplet (2, T, P) un espace probabilisé.

— Sur un tel espace, pour tout A < Q, P(A) = ZP({a}).
acA

Théoréme de la limite monotone.

n—+0o0

+0o0

— Soit (A,), une suite d’événements croissante pour l'inclusion (Vn € N, A, € A, 41), P(4,) — P( U An>.
+o0

— Soit (A,), une suite d’événements décroissante pour U'inclusion (Vn e N, A, 11 € A,), P(4,) — P( An) .

Inégalité de Boole.

+00 +oo
— Si (A4,,)n une suite d’événements telle que la série > P(A,,) converge, alors : P( U An) < Z P(A,).
n=0 n=0

Evénements négligeables et presque sirs.

— Un événement A est dit négligeable lorsque P(A) = 0.

— Un événement A est dit presque sar lorsque P(A) = 1.

— Une réunion au plus dénombrable d’événements négligeables est un événement négligeable.

— Une intersection au plus dénombrable d’événements presque sfirs est un événement presque sfir.

Probabilité conditionnelle. Soit un événement A € T de probabilité non nulle.
P(An B)
P(A)
— P4 est appelée probabilité conditionnellement & A ou encore probabilité sachant A.

— On note la probabilité de B sachant A : P4(B) ou P(BJA).

— L’application P4 : 7 — [0, 1] vérifiant P4(B) = est une probabilité.

Formule des probabilités composées. Soit (Ag)o<k<n une suite d’événements de probabilités non nulles.
n L k—1
— P( N Ak) = kHOP<Ak| N Al> = P(Ag) x P(A1]Ag) x P(As|A1 n Ag) x ... x P(Ap]|A1 0 Ay (o Apq)
k=0 = 1=0

Formule des probabilités totales.

— Un systéme complet d’événements est une partition au plus dénombrable de 2. C’est donc une famille
d’événements (A;)icr, ot I est au plus dénombrable, telle que | J A; = Q et V(i,j) e [%i#j=AinA;j = .

iel
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— Si (An)nen est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, alors :

VBeT, P(B) = iOP(B nA,) = +ZOOP(B\An)P<An).
k=0 k=0

Formule de Bayes.

— Si (Ap)nen est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles et B est un événement de probabilité
également non nulle, alors :
. P(BIA)P(A) _ P(BJA)P(A)
VieN, P(A;|B) = — = P(B)
> P(B|A,)P(A,)
n=0

Evénements indépendants.

— On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque P(A n B) = P(A) x P(B).
— Lorsque P(A) > 0, cette condition est équivalente a P(B|A) = P(B).
— Si A et B sont indépendants, alors A et B, A et B ainsi que A et B sont aussi indépendants.

Indépendance d’une suite d’événements.

— Une suite d’événement (A,,)ner au plus dénombrable (avec I < N) est une suite d’événements mutuellement

indépendants lorsque pour tout ensemble fini J < I, ona: P ) Aj) = H]P(Aj).
jeJ JE
— Si (Ap)ner est une suite d’événements mutuellement indépendants, alors ces événements sont indépendants
deux & deux. Attention! La réciproque est fausse!

+o© L
— Si (Ap)ner est une suite d’événements mutuellement indépendants, alors : P( N An) = lim, o kHO P(Ag).
n=0 =
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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Soient €2 un univers au plus dénombrable et E un ensemble donné.

Variable aléatoire discréte.

— Une variable aléatoire discréte définie sur 2 et & valeur dans E est une application X : Q — F vérifiant :
e X () est au plus dénombrable.
e Pour tout z € X (), X '({z}) = {w € Q| X(w) = z} est un événement. On note cet événement (X = x).
— Lorsque F < R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.
— Quand E c R, on définit les événements : (X < 2) = X }(] —0,7]), (X <z) = X"1(]-o0,2]), (X =2) =
X[z, +o0]) et (X > ) = X (]a, +0[).

Loi de probabilité d’une variable aléatoire. Soit X : ) — E une variable aléatoire.

— L’ensemble A = P(X()) est une tribu sur X ().

— L’application Px : A — [0,1] définie par Px(A) = P(X € A) est une probabilité sur (X (Q2), A).

— La probabilité Px est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X.

— On dit de deux variables aléatoires X et Y qu’elles sont équiréparties lorsqu’elles ont la méme loi : Px = Py.
On note alors X ~ Y. Attention! On peut avoir X ~ Y mais avec X # Y.

Couple de variables aléatoires.

— Si X; et X5 sont deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans E, alors X = (X1, X3) : Q — E? définie par
X (w) = (X1(w), X2(w)) est une variable aléatoire discréte a valeurs dans E?2.
— Loi conjointe. On appelle loi conjointe de X; et X; la loi Px = P(x, x,). Elle est déterminée par :
V(z1,22) € X1(Q) x X2(Q), Px(z1,22) = P(X = (z1,22)) = P((X1 = 21) n (X3 = x2)).
— Lois marginales. On appelle lois marginales du couple (X1, X5) les lois Px, et Px, définies sur X;(Q) et
X5(Q) par : Vo € X1(Q), Px, (x) = P(X1 =x) = Y. Px(z,y) et Vye Xa(Q), Px,(y) = >, Px(z,y).
yeX2(Q) z€X1(Q)

Loi conditionnelle.

— Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles. On considére = € R tel que I’événement P(X = z) > 0
et on note A = P(Y(2)).

P((X = YeA
— L’application P(X:m) A — [O7 1] telle que A — P(X:m) (Y c A) _ (( 33) N ( € ))

P(X =z)

est une probabilité.

— On appelle cette probabilité loi conditionnelle de Y sachant (X = z).

Variables aléatoires indépendantes.

— On dit que les variables aléatoires X, Xo, ..., X,, sont indépendantes lorsque pour tout (zi,zs,...,z,) €
X1(2) x X3(2) x ... x X, (£2), les événements (X1 = x1), (X2 = z2), ..., (X, = z,,) sont indépendants.

n n
— Dans ce cas, P( N (Xg = xk)) = kH1 P(X}), = xp).
k=1 =
— Si X; et X5 sont deux variables aléatoires indépendantes et que X = (X, X5), alors :
V(l’l, 5[32) € X(Q)v PX(mla 5[32) = PXl (xl)sz ($2)
— La suite (X;);en est une suite de variables aléatoires discrétes réelles indépendantes ssi pour tout n > 1, les
variables aléatoires (X;)o<i<n sont indépendantes.

Fonction d’une variable aléatoire.

— Soient X : Q@ — E une variable aléatoire discréte et f : X (2) — F, alors fo X est une variable aléatoire discréte
a valeurs dans F. On la note f(X).

— Soient X7, X»,...X,, des variables aléatoires discrétes indépendantes, f et g deux fonctions et m € {1,2,...,n—1},
alors (X1, Xo, ..., X;n) et g(Xm+1, Xim+2, .-, Xp) sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

Compléments sur les lois usuelles.

— Loi géométrique de paramétre p €]0,1[. X(Q) = N* et Vk € N* P(X = k) = (1 — p)*"!p. On note
X ~ G(p). Le rang du premier succés d’une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de paramétre p suit
une loi géométrique de paramétre p.

— X suit une loi géométrique ssi V(n,m) € N2, P(X > n +m|X > n) = P(X > m) (loi sans mémoire).

— SiVne N, X, ~ B(n,p,) et si (np,) — A, alors Vk € N, P(X,, = k) — e *\*/k! (Poisson = événements rares).
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