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Nombres complexes

Exponentielle complexe. @✓ P R, ei✓ “ cos ✓ ` i sin ✓.

Les deux écritures d’un nombre complexe non nul.

— z “ a ` ib “ rei✓ “ r cos ✓ ` i r sin ✓.
— z “ a ´ ib “ re´i✓ “ r cos ✓ ´ i r sin ✓. zz “ |z|2 .

— r “ |z| “
?
a2 ` b2. cos ✓ “ a

r
, sin ✓ “ b

r
, tan

✓

2

“ b

r ` a
.

Inégalité triangulaire. @px, yq P C2, |x ` y| § |x| ` |y|.

Formule de Moivre. @✓ P R, @n P Z, pei✓qn “ ein✓. En particulier :

— @✓ P R, @n P Z, cosn✓ “ Re ppcos ✓ ` i sin ✓qnq.
— @✓ P R, @n P Z, sinn✓ “ Im ppcos ✓ ` i sin ✓qnq.

Formules d’Euler. Pour tout réel ✓ :

— cos ✓ “ ei✓ ` e´i✓

2

.

— sin ✓ “ ei✓ ´ e´i✓

2i
.

Fonction exponentielle complexe. @z P C, exppzq “ eRe zei Im z. Pour tous complexes z et z1 :

— exppz ` z1q “ exppzq exppz1q.
—

1

expz
“ expp´zq.

— z “ exppz̄q.
— exppzq “ exppz1q ô z “ z1 ” 2i⇡.

Groupe pU,ˆq. On note : U “ tz P C, |z| “ 1.u. U est un sous-groupe du groupe pC˚,ˆq.

Racines niemes de l’unité, groupe pU
n

,ˆq. Avec n • 2 et ! “ ei
2⇡
n :

— Racines. L’ensemble des racines niemes de 1 est l’ensemble U
n

=
!
!k “ ei

2k⇡
n , k P rr 0 , n ´ 1 ss

)
. U

n

est un
sous-groupe du groupe pC˚,ˆq. Si z est racine de l’unité, z l’est aussi.

— Somme.
n´1∞
k“0

ei
2k⇡
n “ 0.

— Produit.
n´1

⇧
k“0

ei
2k⇡
n “ p´1qn´1.

Racines niemes d’un complexe non nul. Avec n • 2 et z “ rei✓ :

— Racines. L’ensemble des racines niemes de z est l’ensemble
!

n
?
rei

✓`2k⇡
n

)
.

— Somme. La somme des racines niemes de z vaut 0.
— Produit. Le produit des racines niemes de z vaut p´1qn´1z.


