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Intégration sur un segment : l’essentiel en une page

Définition théorique. L’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur ra, bs est définie comme la valeur
commune de (1) : la borne supérieure de l’ensemble des intégrales des fonctions en escalier minorant f , et (2) : la
borne inférieure de l’ensemble des intégrales des fonctions en escalier majorant f .

Primitive et Intégrale. Toute fonction continue sur ra, bs y admet une primitive, notée F .
ª

b

a

fptqdt “ F pbq´F paq.

Toute fonction de la forme x fiÑ
ª

x

a

fptq dt, où a P R, est une primitive de f s’annulant en a. Si f est continue, F est

de classe C1.

Propriétés de l’intégration. f et g sont continues par morceaux sur ra, bs.

– Chasles.
ª

b

a

fptq dt “
ª

c

a

fptq dt `
ª

b

c

fptq dt.

– Linéarité.
ª

b

a

p↵fptq ` �gptqq dt “ ↵

ª
b

a

fptq dt ` �

ª
b

a

gptq dt.

– Positivité. Si a § b : si f est positive,
ª

b

a

fptq dt • 0.

– Croissance. Si a § b : si @t P ra, bs, fptq § gptq, alors
ª

b

a

fptq dt §
ª

b

a

gptq dt.

– Intégrale nulle. Si f est continue et positive sur ra, bs :
ª

b

a

fptq dt “ 0 ñ @t P ra, bs, fptq “ 0.

Intégration par parties. Si f et g sont de classe C1 sur ra, bs :
ª

b

a

f 1ptqgptq dt “ rfptqgptqsb
a

´
ª

b

a

fptqg1ptq dt.

Changement de variable.

– "u “ 'ptq". Si ' est de classe C1 sur ra, bs :
ª

b

a

fp'ptqq'1ptq dt “
ª

'pbq

'paq
fpuq du.

– "t “ 'puq". Si ' est de classe C1 sur r↵,�s, avec 'p↵q “ a et 'p�q “ b, alors :
ª

b

a

fptq dt “
ª

�

↵

fp'puqq'1puq du.

Sommes de Riemann. Si f est continue sur ra, bs, alors :

– s
n

“ b ´ a

n

n´1ÿ

k“0

f

ˆ
a ` k

b ´ a

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª
b

a

fptq dt.

– S
n

“ b ´ a

n

nÿ

k“1

f

ˆ
a ` k

b ´ a

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª
b

a

fptq dt.

En particulier pour a “ 0 et b “ 1 :
1

n

n´1 ounÿ

k“0 ou 1

f

ˆ
k

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª
1

0

fptq dt.

Valeur moyenne. µ “ 1

b ´ a

ª
b

a

fptq dt est la valeur moyenne de f sur ra, bs. Dc Psa, br, µ “ fpcq.


