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Dans tout le cours, IK désigne I'ensemble R ou €.

A. Calcul matriciel

I._ Ensemble L, p(IK)

Définitions

n Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes ou matrice (n, p)  coefficients
dans I, toute application A de [1, n] x [1, p] dans K. On note :

A A e Ay
Ay Ay .. @
A= o * louA= (ai,i) 1<i<a’
: : 1<igp
a'n,l aul 21np
n Les (@), sont les coefficients de A. Pour tout ie [1, n], les (a)  sont les coefficients de la ™ ligne de A et pour tout

Isi<p

je (1, p], les () __ sont les coefficients de la j*™ colonne de A.

» Matrices particuliéres. Pour tous entiers naturels non nuls n et p, on définit :
— les matrices colonnes : matrices (n, 1),

~ les matrices lignes : matrices (1, p),
— les matrices carrées (d’ordre n) : matrices (n, n),
— les matrices triangulaires supérieures : matrices (n, n) telles que V(i, j)e [1, n]% i >, a; =0,
— les matrices triangulaires inférieures : matrices (n, n) telles que V(i, e [1, n] 1 <j, a; =0,
— les matrices diagonales : matrices (n, n) telles que (i, j)e [1, n]? i#], a;; = 0,
— les matrices symétriques : matrices (n, n) telles que (i, j)e [1, n)?, a; = a;;,
{i #j,2,;=0
— la matrice identité (ou unité) d’ordre n (notée I, ou I) : matrice (n, n) telle que (i, j)e [1, n}?,

1=],a;,i=1 '

w Soient n et p deux entiers naturels non nuls. L'ensemble des matrices (n, p)  coefficients dans K est noté i, ,(I<).

= Soit n un entier naturel non nul. Lensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K est noté Jt, ().
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ll. Opérations sur les matrices

n Somme de deux matrices. Soient n et p deux entiers naturels non nuls, (4, B)e (Mn,p(K))z, A= (a4, €t
1<i<p
B = (by),..,- La somme des matrices A et B est la matrice Ce (), C = A+ B définie par: C = (¢, OU:

Isi<p 15i<p

VO) ])E [1y n] X [11 p]a Gij = %+ bi»i'

n Produit d’une maitrice par un scalaire. Soient n et p deux entiers naturels non nuls, Ae M, ,(K), A= (a;)) ., €t
1j<p
Ae K. Le produit de la matrice A par le scalaire A est la matrice Ce M., 5(K), C = AA définie par : C = (¢;p) . OU:
15igp

v(i, De 1, n] x [1, p], ¢y = Aay.

n Produit de deux matrices. Soient n, m et p trois entiers naturels non nuls, Ae M, n(I), A= (a) ., €t Be My (5€),

B = (by)

I<j€m
< L€ produit des matrices A et B est la matrice Ce it 5(I), C = AB définie par: C = (¢ ., OU:

1i<p 1£igp
m

v, De[1,n] x [1, pl, ¢ = X aixby;
k=1

= Soit n un entier naturel non nul. (M,(E), +, %) est un anneau.

= Soit n un entier naturel non nul. L'ensemble des matrices de Jt,(I) diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp.
triangulaires inférieures) est un sous anneau de (Ma(K), +, %).

p
u Polynéme de matrice. Soient pe N, Pe I, [X] écrit sous la forme P = ¥, 2,X*, neN* et Ae M,(R). On définit par P(4)
k=0
P

la matrice : P(A) = X, a,A" (ou A” désigne I).
k=0

n Transposée d’une matrice. Soient n et p deux entiers naturels non nuls, Ae i, ,(K), A = (a;j) ., La transposée de la

Isign
Igi<p

matrice A est la matrice Ce it (), C = 'A définie par: C = (¢, 0U:
iSjgn
v(l: j)E [1) p] x [l: I'l], CiJ = aj,i-

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, (A, B)e (A/L,,,,,(K))2 etielK. Ona:‘(A+B)="A+B ') =A'A
De plus, on a, pour tout entier naturel n non nul et pour tout (A, B)e (M,,(K))z :'(AB) = 'B'A. Enfin, si A est inversible, ‘A
est inversible, d’inverse ‘(A™).

n Matrice symétrique. Soit Ae M, (I€). A est symétrique si et seulement si: ‘A=A

u Formule du binome. Soient ne N*, (A, B)e (Jan(K))z deux matrices telles que AB = BA (on dit alors qu’elles
p
commutent). Ona: Vpe N*, (A+B)P = X} (E)A“B*’"", en adoptant la convention usuelle : VMe M, (), M = 1.
k=0

Ensemble GlL,(K)
w Soient n un entier naturel non nul et Ae M, (I€). A est inversible si 3Be M,(K), AB = BA = I, Lorsque A est inversible, B

est appelée inverse de A et on note B = A",

= Soit n un entier naturel non nul. On appelle groupe linéaire d’ordre n, et 'on note GL,(I), l'ensemble des matrices de
Mo(IS) inversibles.

= Soient n un entier naturel non nul et (4, B)e (GL,]([K))2 :

. A estinversible et (A1) = A,

- est inversible et (A)" = (A",
. AB est inversible et (AB)! = B1A",
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lll. Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’'une matrice

= Soient n et p deux entiers naturels non nuls et Ae M, ,(I). Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes de

Asont:

—~ I'échange de deux lignes ou de deux colonnes : L; & Lyou C; > G,

~ la multiplication d'une ligne ou d’une colonne par un scalaire o non nul : Lj & ol 0u G ¢« &G,

— I'ajout d'un multiple d’une ligne ou d’une colonne a une autre : L; «~ Li+alL; ou G « G+ aC; (i # ).

B. Systémes de Cramer. Méthode du pivot de Gauss

I. Systémes d’équations linéaires
w Soient n et p deux entiers naturels non nuls et (S) le systéme de n équations 4 p inconnues dans K :

X+ A%+ o+ 2%, = by

A Xy +aXK kL 8K T b,

X,=b,

QX+ A, X+ o+ 2, X,

les coefficients du systeme sont les (a;;),. . etles (b) __, éléments de K.

I<ign €
ISigp

ou les inconnues du systeme sont les (x;),

<i<p’ Igign’

Les solutions du systéme sont les (&) e I€? vérifiant (5).

i<i<p

u Le systéme (S) est homogene si Vie [1, n], b, = 0. Le systéme (S) est incompatible (impossible) s'il n'a aucune solution.

Le systéme (S) est indéterminé s'il a plusieurs solutions. Deux systemes sont équivalents s'ils ont les mémes solutions.
= On appelle systéme homogene associé 4 S le systeme :

X +a,X+ .. +3,%,=0

0

8, X0+ 8K+ o+ DX, =

X+ 2,X+ L T8, X, = 0

n.p

ll. Opérations élémentaires sur les lignes

= On appelle opération élémentaire sur les lignes d'un systéme (S) toute opération transformant le systéme (S) en un
syteme équivalent.
a Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme sont :
— I'échange de deux lignes : L «» I
~la multiplication d'une ligne par un scalaire a non nul : Lj ¢ al;,
— l'addition d'un multiple d’une ligne a une autre : L « Li+al;.

Ill. Méthode du pivot de Gauss

Elle consiste 2 utiliser les opérations élémentaires sur les lignes afin de transformer un systéme quelconque en un systéme
échelonné équivalent (c’est-a-dlire tel que pour tout ie [2, n], les coefficients de x;, X ... , .y sur L soient nuls et tel que si les

coefficients de Xy, X, ... ,Xi1 (I =j = p) sur L; sont nuls, alors les coefficients de xy, X3, ... ,x;sur Li+; sont nuls également).

Soit 4 résoudre le systeme (S) :



Iv.
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4% +a,X+ L+ a,X, =D

X+ 2%+ . +2,X, = b,

x,= b,

Ao X+ A X+ 2, X,

* Sia;, =0 (a, est appelé pivot), on effectue, pour tout ie [2, n], les opérations L « 1;- —s—i*-‘— L;. Le systeme (S) est alors
L
®)

transformé en un systéme équivalent { ou (S) est un systeme de n - 1 équations a p - 1 inconnues : Xy, X3, ... ,X,. On

applique ensuite la méthode a (5).

* Sia; = 0, deux cas se présentent :
—si Jje [2, n], a; # 0, on effectue alors la transformation Ly ¢ L et on se ramene alors au cas précédent,

A Xkt ..o+ ﬂxprp = b]
DXkt ot pXp = bg

— sinon, on considere le systeme (5) : ,
an,kxk Tt 21n,po = bn

ol k est le premier entier tel que je [1, n], a;x = 0 et on applique la méthode a (§).

On aboutit alors, en itérant la méthode jusqu’a ce que le systeme résiduel (S') soit un systeme d'une équation a au plus une
inconnue, 4 un systeme échelonné.

Interprétations d’un systéme

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et (S) le systeme de n équations a p inconnues dans [ :

AX+ Xt X T b,

X +2,X+ .. +2,X, =D,

QX +2,% + . +2,,X,= D,

np¥p =

s Interprétation matricielle. Soient B = (b)) __ etA = (a;) ... Résoudre (S) revient 4 résoudre 'équation AX = B,
1sisp

cC'est-a-dire & trouver les vecteurs Xe At 1 (<) tel(s) que AX = B.

s Interprétation fonctionnelle. Soient b = (b)) et f l'application de KP dans K" définie par :

1<ign

p
Vxel, x= (%), fx) = (Z a“xj) . Résoudre (S) revient a résoudre I'équation f(x) = b, c’est-a-dire a trouver les vecteurs
o j=1 isign

xe KP tel(s) que f(x) = b.

u Interprétation vectorielle. Soient Be M, (), B = (b) __, Ae M, (), A= (a) .., et (C) __ les p vecteurs
» i<ign [ A/ 1<ign 1/ 1<igp p

1sigp

p
colonnes de A. Résoudre (S) revient a résoudre I'équation 2x,C; = B, c’est-d-dire trouver le(s) vecteurs xe KP tel(s) que
j=1

p
ZX}C} =B.
=1
a Structure de Uensemble des solutions d’un systéme de la forme f(x) = b. Soientb = (by) __, f une application de

KP dans K", x, une solution particuliére de I'équation f(x) = b, et (E,) I'ensemble des solutions de I'équation homogene
associée f(x) = 0. L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = b est : {xy + h, he Ey}, soit %, + Eq.
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Remarques :

. Si (S) est homogene, résoudre (S) revient 4 déterminer le noyau de application linéaire f.

- Rechercher Im f revient 4 chercher I'ensemble des n-plets (by, by, ..., by) tels que S admette au moins une solution.
- L'ensemble des solutions de 'équation f(x) = b est un sous-espace affine de direction E,.

- Ce dernier résultat est particuliérement utilisé lors de la résolution d’équations différentielles non homogenes.

V. Systéme de Cramer

u Le systeme AX = B est un systéme de Cramer :
- si et seulement s'il admet une solution unique,
— si et seulement si A est inversible,
— si et seulement s'il existe une suite de transformations élémentaires sur les lignes de A (resp. les lignes du systéme) qui
mene 4 une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls (resp. 4 un systeme triangulaire dont les
pivots sont tous non nuls).

VI. Application aux matrices inversibles

u Caractérisation des matrices inversibles. Soient n un entier naturel non nul et Ae M,(K). A est inversible :
—si et seulement si le systéme AX = 0 admet X = 0 pour unique solution,
—si et seulement si les vecteurs colonnes (ou lignes) de A sont indépendants,
- si et seulement si 3Be M, (KK), AB=1,0u BA= 1,
- si, et seulement si, toute matrice obtenue a partir de A par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les

colonnes) de A est inversible.
n Conséquence : soit A une matrice diagonale ou triangulaire. A est inversible si et seulement si tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls.

. , ) . ab o .
u Inversibilité des matrices carrées d’ordre 2 : siA = A est inversible si, et seulement si ad - bc # 0, etona
cds

alors : A1 = ad% " (Ccl :)

Vil. Rang d‘une matrice

1. Définition et propriétés

» Définition. Soit M une matrice de Jt, ,(K). On appelle rang de la matrice M le nombre maximal de colonnes
linéairement indépendantes (on a donc : 0 = rgM = p).

n Propriétés.
- Toute matrice obtenue a I'issue d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice M de A, ,(I) possede
le méme rang que M.

- Si M est une matrice de .M, ,(K), alors M et ‘M ont le méme rang (on a donc : 0 < rg M < min (n, p).
{ g 8 p

a Conséquence. Une matrice M de J,(K) est inversible si, et seulement si, son rang est égal 2 n.

2. Matrice J;

w Définition. Soit re [0, min (n, p)]. On note J,, la mauice J; = () ., 00 :

gign
lsii=j=r
V@i, De L nl x [L, Pl 4= 1) sinon



W OPTIMAL SUP-SPE -

u Propriété. Soit M une matrice de Jt,,(I<). M est de rang r si, et seulement si, il existe deux matrices Ue Mq(<) et
Ve M, (IS) inversibles telles que : M = UJ,V.

ViIl. Programme officiel

Hors programme :

* Algorithmes liés au calcul matriciel et/ou 2 la résolution de systémes.

A la limite du programme :

* Matrices antisymétriques,
* Matrices nilpotentes,

* Matrices blocs,

* Trace d’une matrice,

e Matrices équivalentes.

N

N.B. : Les déterminants de matrices sont traités dans le chapitre “Déterminants”.
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néthodologiqu

0. Apprendre et comprendre son cours

Attention aux mauvais réflexes en algebre : de méme que l'on peut avoir 'égalité AB = 0 sans que 'une des matrices A et
B soit nulle, on n'a pas toujours : AB = BA. En particulier, si n = 2, I'anneau des matrices carrées d’ordre n n’est ni intégre, ni
commutatif.

I. Montrer qu’une matrice carrée est / n‘est pas inversible et déterminer son

inverse

1. Montrer qu‘une matrice carrée M est inversible

Pour montrer qu'une matrice M carrée d’ordre n est inversible, on peut montrer que :
— il existe une matrice N telle que MN = NM = [ (éventuellement 2 I'aide d’un polynéme annulateur),

— M est une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls,
Attention... Une matrice non triangulaire admettant un ou plusieurs coefficients diagonaux nuls peut étre inversible, comme

, . (01
c'est le cas, par exemple, de la matrice 10/
— il existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de M menant 2 une matrice triangulaire dont les coefficients

diagonaux sont tous non nuls (notamment a I'aide de la méthode du pivot de Gauss),
~ le systeme MX = 0 admet X = 0 pour unique solution,

— il existe une matrice N telle que MN = I ou NM = [ (éventuellement 4 l'aide d’un polyndéme annulateur),

~ M est le produit de matrices inversibles,

- les lignes ou les colonnes de M sont indépendantes,

—le rang de M est égal a n,

— M est la transposée d'une matrice inversible,

— raisonner par I'absurde : en supposant M inversible, introduire la matrice M et montrer qu'on aboutit 2 une contradiction,
~ M est une matrice de passage (voir chapitre “Espaces vectoriels'),

~ M est la matrice représentative d’une application linéaire bijective (voir chapitre “Applications linéaires"),

~det M = 0 (voir le chapitre “Déterminants’),

~ 0 n’est pas valeur propre de M (hors-programme en premiére année, voir le chapitre “Diagonalisation’).

IS Voir les exercices : “Méthode du pivot de Gauss : inversion de matrices’, ‘Tnversibilité de matrices paramétrées”’, “Rang
d'une matrice”, “Puissances n-éme d’une matrice paramétrée”, “Matrices symétriques’, “Matrices de Vandermonde”,
“Lemme de Hadamard”.
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2. Montrer qu’une matrice carrée M n‘est pas inversible

Commengont tout d’abord par rappeler que par définition, une matrice inversible est nécessairement carrée. Ainsi, si M
n’est pas une matrice carrée, il n'y a pas lieu de rechercher le caractere “inversible” ou non de M.

Pour montrer qu'une matrice M carrée d’ordre n (ne N*) n’est pas inversible, on peut montrer que :

— M est une matrice triangulaire admettant au moins un zéro sur sa diagonale,

— il existe une suite de transformations sur les lignes (ou les colonnes) de M menant a une matrice triangulaire admettant au
moins un coefficients diagonal nul (notamment a l'aide de la méthode du Pivot de Gauss),

~ le systeme MX =Y n'est pas un systeme de Cramer,

— le systéme MX = 0 ol X est une matrice colonne admet des solutions non nulles,
— Mest le produit de matrices dont 'une au moins n’est pas inversible,

— Mest la ransposée d'une matrice non inversible,

— les lignes ou les colonnes de M forment une famille liée (éventuellement en remarquant que M admet une ligne ou une
colonne nulle), ’

— le rang de M est strictement inférieur 4 n (éventuellement en montrant que M peut s’écrire sous forme M = UJ,V, ou
re [0, n-1]),

~ M est la matrice représentative d’une application linéaire non bijective (voir le chapitre “Applications linéaires”),

— det M = 0 (voir le chapitre “Déterminants’),

— montrer que M est une matrice de Vandermonde (2 la limite du programme en premiére année, voir le chapitre
“Déterminants’),

— 0 est valeur propre de M (hors-programme en premiére année, voir le chapitre “Diagonalisation”).

IS Voir les exercices : “Inversibilité de matrices paramétrées”, “Puissance n-eme d’une matrice paramétrée’, “Matrice de:
Vandermonde'”.

3. Déterminer l'inverse d‘une matrice inversible

Pour déterminer I'inverse d’une matrice M inversible carrée d’ordre n (ne N*), on peut :

— montrer qu'il existe une matrice N telle que MN = I ou NM = I (en particulier 4 I'aide d’un polyndme annulateur de M) : M
est alors inversible d’inverse M! = N,

— appliquer la méthode du pivot de Gauss : en posant M = [, M, on effectue une suite de transformations élémentaires sur les
lignes de M (et de 1,) qui menent a I, (eta M) et on obtient alors : I, = MM,

~ en considérant un isomorphisme f d’un espace vectoriel E sur un espace vectoriel F admettant M pour matrice
représentative relativement & des bases % et @’ de E et F, déterminer Iisoomorphisme réciproque de f. L'inverse de M est
alors la matrice de £ relativement aux bases %' et 3,

~ déterminer la solution du systéme MX = Y (notamment 2 Iaide des formules de Cramer, voir le chapitre “Déterminants’),
et exprimer alors X en fonction de M. Si X = CY, alors M' = C.

IS Voir les exercices : “Méthodes du pivot de Gauss : inversion de matrices’, “Rang d’une matrice”, “Utilisation de
fractions rationnelles (MPSI)".

Il. Résoudre un systéme linéaire

Pour résoudre un systeme linéaire, on peut :

— utiliser la méthode du pivot de Gauss : effectuer une suite de transformations élémentaires sur les lignes du systéme menant
A un systéme triangulaire dont tous les pivots sont non nuls,

— interpréter matriciellement le systéme par une relation de la forme MX =Y, ol X est la matrice-colonne contenant les
inconnues du systeme, et inverser la matrice M : on a alors X = MY,

— s'il s'agit d’un systéme linéaire non homogene (i.e. d’un systeme pouvant s'interpréter matriciellement sous la forme
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MX =Y, ou X est la matrice-colonne contenant les inconnues du systéme, et ou Y est une colonne non nulle),
i) déterminer une solution particuliere X, du systeme,
ify résoudre le systéme MX =0,

iif) les solutions du systeme MX =Y sont alors les éléments de I'ensemble {X,+X/MX = 0}.

lll. Montrer qu’une matrice carrée est symétrique, antisymétrique

Commencont tout d’abord par rappeler que par définition, une matrice symétrique (resp. antisymétrique) est
nécessairement carrée. Ainsi, si M n'est pas une matrice carrée, il n'y a pas lieu de rechercher le caractere “symétrique” (resp.
“antisymétrique’) ou non de M.

Pour montrer qu'une matrice M carrée d’ordre n (ne N¥) est symétrique (resp. antisymétrique), on peut :
— revenir 2 la définition : en notant M = (m;p) __, montrer que : V(i, j)e [1, n]% my; = my; (resp. my; = - myy),
Igign
— montrer que ‘M = M (resp. ‘M = - M),
— montrer que M est la matrice représentative d'un produit scalaire symétrique (M est alors symétrique 4 coefficients réels,
voir chapitre “Espaces préhilbertiens et euclidiens).

0= Voir exercice : "Matrices symétriques’.

IV. Calculer la puissance né"_d'une matrice carrée

Pour déterminer la puissance n®™ (ne N) d’une matrice carrée M, on peut :

—si Mest diagonale, élever ses coefficients diagonaux 4 la puissance n,
— montrer que M est semblable 4 une matrice N dont on sait calculer la puissance n™ : on écrit alors M = PNP (ot P est une
matrice de passage), et on obtient par récurrence immédiate sur n : M" = PN"P,

— décomposer M comme la somme de deux matrices qui commutent puis utiliser la formule du bindme de Newton. Souvent,
'une des deux matrices est diagonale (ou diagonalisable, hors-programme en premiére année, cf. chapitre
‘Diagonalisation’) et l'autre est nilpotente (ses puissances sont nulles 4 partir d’un certain rang) ou idempotente (ses
puissances sont égales 2 elle-méme a partir d’un certain rang), ce qui limite le nombre de termes 4 calculer dans la somme,

~ conjecturer la forme générale de M" 4 I'aide de M2 et M? puis procéder par récurrence,

— prouver par récurrence que M" peut tonjours s'écrire comme combinaison linéaire de deux ou trois matrices simples
M® = a,1 + b, M + ¢, M? par exemple) puis déterminer a,, b, et ¢, 4 I'aide des premiers termes et des relations de récurrence
4l b
obtenues dans la partie “hérédité” de la preuve par récurrence,

— déterminer le reste de la division euclidienne de X" par un polyndme annulateur de M, puis substituer M 4 X dans la division
euclidienne.

IS Voir les exercices : “Suites et matrice”, “Puissance n-éme d’une matrice”, “Puissance n-eme d’une matrice paramétrée”.

V. Déterminer une matrice représentative d’une application linéaire

Pour déterminer la matrice représentative d’une application linéaire f de E dans F relativement 4 une base (e;) __ de E dans

{<isn

dans labase (f) __.

iy Iisp

une base (f]»)m de F, il suffit d’écrire, en colonnes, les coordonnées de vecteurs (f(e;))

En particulier, pour déterminer la matrice représentative d'un endomorphisme f de E dans une base & de E, il suffit
d'écrire, en colonne, les coordonnées dans la base % des images par f des vecteurs de .

Penser qu'une application linéaire f admet une infinité de matrices représentatives, qui dépendent uniquement des bases
dans lesquelles on choisit de représenter f.



