Maths SPE

OPTIMAL SUP-SPE

Notation : dans toute la correction, on convient de noter, pour toute partie A de I, [.||4 la norme de la
convergence uniforme sur B (4, k), i.e. la norme définie sur B(A, ) par : Ve B(A, K), [[f]|4 = sup ’f(x) ‘

XeA

Partie . Propriétés générales de la fonction {

1) = Soit xe . Comme x > 1, la série de terme général # converge (série de Riemann), donc :

| ¢ est bien définie sur |

N
= Soit Ae Rf. Comme : lim Y, 1. + oo alors d’apres la définition de la limite, il existe Ne N* tel que :
N—+e n P q
n=1

N 1 N 1 N 1
lim ¥ S=2= et donc, comme Y, = > A
x—=>1 = I a=1 n=1

N
IneR:, vxe]l, 1+n[, X # >A d’ou, comme : Vn > N, Vxe]l, 1+ﬂ{,;11; =0:
n=1

dneRi, vxe]l, 1+n[, {X) > A

Ce résultat étant valable pour tout Ae R¥, on peut conclure :

lim {x) =+
x—1

2) a)a Dlapres la question L1, la série de fonctions 3. f, converge simplement sur I, et comme pour tout ne N, f,
est 4 valeurs positives, la série de fonctions X f, converge absolument sur L.

a Recherchons une éventuelle convergence normale sur . En notant, pour toute partie A de I et pour toute

fonction fbornée sur I, ||f]|4 = sup ]f(x) [, on peut écrire, les fonctions f, (ne N) étant décroissantes sur I :
xeA




voeN®, [ |1 =1

Comme la série 3, = diverge (série de Riemann), la série de fonctions Y. f, ne converge pas normalement sur I

o Etudions désormais une éventuelle convergence normale sur tout compact inclus dans I Soit alors ae L. On peut
écrire :

1

vnen:, = 1

Comme la série 3, s converge (série de Riemann, a > 1), la série de fonctions 3. f, converge normalement, donc

absolument, simplement, sur [a, + .

On peut désormais conclure :

La série de fonctions 3. f, converge :

— absolument, donc simplement sur 1
- normalement, donc absolument, simplement, sur tout compact inclus dans I

b) Comme : Vn =2, lim lx = 0, comme : lim L. 1, et comme la série de fonctions X f, converge
"t +oo 1 . =+ ¥

normalement sur [2, + « [ (par exemple), alors d’apres le théoreme de la limite terme a terme, on peut conclure :

Im ¢ =1

¢) Soit ke N*. On peut écrire :

a Pour tout ne N*, £, est de classe C¥sur I, et :
vie[1, k], vxel, £,0(x) = L—l. @
a La série de fonctions 3. f, converge simplement surl. ~ @

. i
a Pour tout ne N, pour tout ie [1, k] et pour tout a1, |f,® %" *(= Q—%}%}— Comme : lim 0|60 el =
et comme la série 3. ;11—; converge (série de Riemann, 2 > 1), les théoremes de comparaison des séries a termes

positifs permettent de conclure que la série de fonctions ¥ £,¥ converge normalement sur tout compact inclus dans

L. ®

2 Dapres @, @ et ® et l'extension du théoréme de dérivation terme a terme d'une série de fonctions
normalement convergente, on en déduit ainsi que ¢ est de classe C* sur 1, avec :



) + ~ k
Vxel, (Ox) = 3 Lh;—“l
.n=1

On peut désormais conclure, ce résultat étant valable pour tout ke N* et le cas k = 0 rejoignant le cas général :

to k
estde classe C* surl et: VkeN, vxel, (¥x) = X, ( hrlf?)

n=1

4) D’apres la question précédente :

vielL () =3 Qlfll—“l et donc :

n=1
vxel, {'(x) <0.

Ainsi, § est strictement décroissante sur I. De méme :
+o0
" Inn)?
Vxe L ') = X ﬁ—n%l et donc:
n=1

vxel, {(x) > 0.

Ainsi, € est convexe sur L. Comme: lim {(x) =1, et comme: lim {(x) = + e, on peut désormais tracer I'allure
X—>+oo x—1

de la courbe représentative de &.

1 Courbe représentative de ¢ : cf. feuille annexe ci-jointe

Partie ll. Etude générale de convexité

1) D'apres 'étude effectuée 2 la question 1.4 :

[ { est convexe sur I*

2) a)festde classe C* sur en tant que composée de la fonction ¢, de classe C? sur I et 2 valeurs dans R:, et de la
fonction In de classe C* sur R, et l'on a :

, (x \

vxel, f(x) = s d’ou:

®)

L@ - ()’
)

vxel, f'(x) = et donc, d’apres le résultat de la question 1.3 :

vxel, f'(x) = é{; [(g(lnn)zn'x)(gn'x} (é(—ln n)ﬁxTJ




b) Soit E I'ensemble des suites indexées sur N* et de carré sommables (i.e. 'ensemble des suites (uy),,,. telles
que la série de terme général u,’ converge). D'apres le cours, E est un R-espace vectoriel. Soit alors ¢ 'application

“+co

définie sur B2 par (u, v) — X, u,v,. Dapres le cours, ¢ est un produit scalaire sur E. On peut alors écrire, d’apres
s )
n=1

l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

V(u, Ve B o(y, W = ulf v SOit :

v( VeE, (fluv) (2 U, )[ﬂ}: v, } o
Un(x) = (-Inn)n™”

Soient alors xe 1 et u(x) et v(x) les suites définies par : Vne N, {v P . Comme : nliﬂm nfu,(x)? =
n

- 1 - . s s ) s
et comme la série Y, p converge (série de Riemann, 2 > 1), d’apres les criteres de comparaison des séries a termes

positifs, la série Y, (u,(x))? converge. De méme, la série 3 (v,(x))* converge. Ainsi, u(x) et v(x) appartiennent 2 E. En

appliquant la relation @ aux suites u(x) et v(x), on peut conclure :

[(g (In n)zn‘X) (gn"‘)- Cé(- In n)n"‘)z} >0

Ce résultat étant valable pour tout xel, comme —— > 0, on peut désormais écrire, d’aprés le résultat de la

CZ( X)

question IL2.a:

vxeL () =0 etdonc:

| f est convexe sur1 |

X

3) Soit xe RI. La fonction f : t+—> e‘t

i est continue (donc continue par morceaux) sur RZ. De plus : f(t) e &,
Comme : x- 1> -1, alors la fonction t — t*! est intégrable sur ]0, 1] (intégrale de Riemann), et donc, d’apres le

théoréme d’équivalence pour les fonctions & valeurs positives, f est intégrable sur ]0,1). De plus : lim t*f(t) =0 ; or
t—+e

la fonction t+— {17 est intégrable sur [1, + [ (intégrale de Riemann, 2 > 1), donc de méme, f est intégrable sur

[1, + o [. Ainsi, f est intégrable sur R:. On a alors :

la somme d’une série

+oo tx +oo txe-[
J —di= J de et comme : Vte RS, [e*
0 e - 0 ].‘ e‘[

géometrique :

+eo +oo
= J tet 3 (9" dt soit en développant :
n=0

0

+oo+®

= > e d.

0 n=0

n+1

Notons désormais, pour tout ne N, g, la fonction définie sur RZ par : t = t*(e")



a Soit ne N. g, est continue (donc continue par morceaux) sur R?, De plus : g,(t) et t*. Comme : x > -1, alors la
fonction t = t* est intégrable sur ]0,1] (intégrale de Riemann), et donc, d’apres le théoreme d'équivalence pour les
fonctions a valeurs positives, g, est intégrable sur ]0, 1]. De plus : lim t*g,(t)=0 ; or la fonction t — Elg est

t— +oo

intégrable sur [1, + « [ (intégrale de Riemann, 2 > 1), donc de méme, g, est intégrable sur [1, + e . Ainsi, pour tout

neN, g, estintégrable sur RY. ®
o La série de fonctions Y, g, converge simplement sur R: vers la fonctionf,. @

Enfin, on peut écrire :

Vne N, fm gn(t)l dt= fmtxe'(n*l)t de soit en effectuant le changement de variable affine u = (n+ 1),
0 0

du = (n+ 1)dt (C*-difféomorphisme de R: dans lui-méme) :

1

“+ o0 R . s
= W fo ufetdu  soit encore, en reconnaissant la fonction I':

1

= WF<X+ 1).

a Comme (x + 1)e], en reconnaissant la fonction ¢, la série 3 converge, et donc, la série

1
(n+ 1)1
me‘gn(t)l dt converge. ®

0

o Dapres @, @ et ® et le théoreme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions sur un intervalle
quelconque (parfois appelé “théoréme de convergence dominée pour les séries™), on en déduit que :

oo+ 2w
e dt= Z f g, (t) dt soit d’apres ce qui précede :
0 n=0 n=0""0
to x o 1
f o dt=2 m Ix+1) et on peut conclure, en effectuant le changement d’indice n’=n+1:
. n=0 +

0

+o X
t

et-1

Vxe R T+ D{x+1) = J dt

0

4) D'apres la question I1.3., comme : Vxel, (x- 1)e Rz, on peut écrire :

+o0 tx-]

vxel, gx) = f P dt

0 -

x-1

Soit alors F la fonction définie sur I x R par : (x, t) = eE T

a Pour toutxel, F(x, .) est continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur R,

2 Pour tout te RE, F(,, ©) est de classe C*sur I, et :
3 b



tx— 1

et-1

vieR:, vxel, L x 1) = (lng) et :

ax
. aZF _ tX-l
VieR?, Vxel S7 (0 = ()’

2
Les fonctions %E et %;(—I; sont continues (donc continues par morceaux) par rapport 2 la deuxiéme variable et
X
continues par rapport 4 la premiére vatiable. Soit alors (2, b)e R, a < b. Comme Ja fonction x — t*1 est croissante si
2
t = 1 et décroissante si t < 1, et comme pour tout te R, %91_ = (), on peut écrire :

9*F

Vte [a, b], Vxel, '6';(2—<X, t)

= (pa,b(t);

ol @, est la fonction définie sur R par :

ta-l
e-1

(Int)? sit<1

Qgp: L> noy? 1 .
nt)*——- sitz1
(n9? S~
De méme que pour F, la fonction ¢, est continue (dont continue par morceaux) et intégrable sur R:. Ainsi, la

2
fonction —2—5 vérifie I'hypothese de domination locale sur Ix Rz,

a On peut désormais conclure, d’apres une extension du théoréme de dérivation sous le signe intégral, que g est
de classe C* sur R3, et que :

+oo 24x-1
vXel,g’(x):j OO o
e

vxel, g (x) 20 et on peut désormais conclure :

| g est convexe sur |

Partie lll. Valeurs remarquables de certaines intégrales a l'aide des
fonctions T" et {

1) D'apres la question IL3, on peut écrire, comme % >1:

1‘(% )Q(% ) = E\I—E—I dt soit en effectuant le changement de variable t = u?, dt = 2u du (la fonction
. ;

t > t* étant un C-difféomorphisme de R dans lui-méme) :

e oy
= dt.
J ev-1

0



Comme : Vxe Ri, I'(x+ 1) = xI'(x) et que : F(%j =4/ =, on peut désormais conclure :

[ =Y

2
b) Soit f la fonction définie sur R par : u — (l—n—%ﬂ]l) . u est continue (donc continue par morceaux) sur R,
etona:ln(l+u) ~ u Ainsi:f(u) ~ 1, doncfest intégrable sur ]0, 1]. De plus: lim u?f(u) =0 ; or la fonction
u—0 u—0 u->+o
U —1~ est intégrable sur [1, + [ (intégrale de Riemann, 2 > 1), donc de méme, f est intégrable sur [1, + o [.

Ainsi, f est intégrable sur RZ. Soit alors (¢, X)e R, & < X. Les fonctions u — In(l+u) eturs- % étant de classe C!

sur [g, X], en effectuant une intégration par parties :

X lng1+u)2 _ n(1+u) ng1+u) L
du= SOt :
. u u(l +1)
_(n(+9)* (In(1+x) (2w o
€ X u(l +1)
In(1 2 2
Comme : —(—n(—g—i))— .=, & etcomme:: . lim n(1+X)" 0, on en déduit, en faisant tendre successivement

- X+

evers 0 puis X vers + o :

u(l+u)

(la fonction u ~ In (1 + u) étant un C'-difféomorphisme de R? dans lui-méme) :

J (ll’l 1 +U ] J 1+u du soit avec le Changement de variable v =1In (1 + u), dv 1 L U du
In +
0

+ o0
= _f eVV 1 dv d’ou, d’apres le résultat de la question I1.3. :
. ;
=2 (2)E(2) _ et donc, comme : Vne N*, T'(n) = (n- 1)!
= 20(2).
+0o 1 ﬂ:Z
En reconnaissant Y, pinlva (résultat classique rappelé et admis par I'énoncé), on peut désormais conclure :
n=1

j“" (lngl+u})2 du = 7_‘31
0

u

2) a) On peut écrite :



+oo

Vel ()-1=X -1 e

X
n=1

vxel, (%) -1= %;+ > et donc :

1
X
n=3 I

Vel (-1 =1+ 3 @

n=3

L

X
Soient alors xe | et f, la fonction définie sur [ par: t — (?] . La fonction £ est décroissante, donc:
VneN*, Vte [n, n+ 1], fi(n+ 1) = (1) = f(n) dou:
vneN', £+ = [ £ dt= ).

Comme f, est continue, positive, décroissante et de limite nulle en Iinfini, et comme la série 2. f,(n) converge, la

fonction f, est intégrable sur [1, + |, et en sommant la relation précédente pour n =24 N (N = 2) puis en faisant

tendre N vers + o, il vient :

+oo X +00 X
0= 3 (ni 1) < j (%J dt soit, en effectuant le changement d’'indicen’ =n+1:

n=2

Or, on peut écrire, pour tout X > 2::

X -x+1 X
ldt= [t } ie. :
ztx -x+1hb

_ 11
x-D2T T (x- DX

et donc, en faisant tendre X vers + « :

=1 1
—Edt= X
L t (x-1)2*!
Ainsi;ona:

T o
Vxel 0= Y @ <1

Zl) T @z

Comme: lim ——1—7 = (), alors, d’apres le théoreme de I'encadrement, on obtient :
X—y+o (X - 1)2‘

lim [Z (gnz" 0 etdonc:
X—=+oo | p-3\1l



lim 2@ D=1

On peut désormais conclure :

1
€0-D, 7, 5
b) D’apres la question IL.3.,0n a
+o0  (x-1
Vxel, TE){X) = J eE- T dt etdonc:

0

+ x-1 )
vxel, T®)(EX) -1) = J eE- 7 dt- f; et dt soit, par linéarité de I'intégration :
0

+o0 x~1( . »t( t, ))
= td-ee-D) g soit encore :

t
0 e-1

_ +o0 tx-l d
_J e'(e’-1) t

0

Le résultat de la question IIL.2.a. nous permet de conclure :

J*“ g - I8

o 1) xore DX

tx-l

e'et-1)
De plus : £(t) e t*%, Comme : x-2 > -1 (car xe ), alors la fonction t — t*? est intégrable sur ]0, 1] (intégrale de

3) Soient xe ! et f la fonction définie sur R? par : t — . fest continue (donc continue par morceaux) sur R;.

Riemann), et donc, d’apres le théoréme d’équivalence pour les fonctions a valeurs positives, f est intégrable sur
10,1]. De plus: lim ¢*f(t) =0 ; or la fonction t ~ tl’ est intégrable sur [1, + e[ (intégrale de Riemann, 2 > 1),
t—

+ o
donc de méme, fest intégrable sur  [1, + eo[. Ainsi, f est intégrable sur R. On a alors :

-e"'| <1, en reconnaissant la somme d’une série

+ o tX'l +o tX-le-[
Vxel, J ——dt= J de et comme : Vte R,
0 (e + 1) 0 1 + e't

géomeétrique :
+00 +o®
= j et X (-e )" dt soit en développant :
0 n=0
+oo T

=| X (DreiEen de
n=0

0

Notons désormais, pour tout ne N, h, la fonction définie sur R¥ par : t — (-1)"¢(e )™,

2 En reprenant les notations adoptées a la question IL.3., on a: Vne N, h, = (-1)"g,, et donc pour tout ne N, h,

est intégrable sur RI. @



a La série de fonctions 3, h, converge simplement sur R? vers la fonctionf. @

Enfin, on peut écrire :

vneN, f;” [y de= f;“ g(t)dt

D'apres les calculs effectués 2 la question IL3., on en déduit que la série z fm lhn(t)l dt converge. ®
0

a D'apres ©, @ et @ et le théoreme d'intégration terme 4 terme d’une série de fonctions sur un intervalle
quelconque (parfois appelé “théoreme de convergence dominée pour les séries”), on en deduit que :

> f m hy(t) dt = 2 ha(t) dt soit d’apres ce qui précede :
n=0"0 n=0

0

J e 1) = Zf (D™ Ide  soit, toujours avec le changmenet de variable u = (n + 1)t
n=0

du= (n+ Ddt:
1R @ . . .
= é—l)ﬁ T WHleudu  Soit encore, en reconnaissant la fonction T
n=0 +
= Z —(—21—); ') et on peut conclure, en effectuant le changement d'indice
n’=n+1:

+ o tX-l _
Vxel, L ) dt=-TXTX)

= Pour mformatlon cette egahte reste vraie pour xe ]O 1 (ce qu1 peut se demontrer a l'aide du crltele specml des
 séries alternées, car le théoreme d’intégration terme 2 terme ne sapplique plus dans ce cas) e

4) a) D'apres les questions 11.3 et IIL.3b, on peut écrire, d’apres la linéarité de Iintégration :

T + o [X'l tXl
- = - it :
Wl T T = | iy
"+ o0 Zettx-l '
= et e
J, €+ e
[+x ZtX'l
= W de d’ou, en reconnaissant €' - €* (te R%) :
Y0
(+o tx-l
=

0

Or, on peut écrire :



+ n
vxel, {(x) + T(X) = Z ——f—ll et comme pour tout entier n impair, 1+ (-1)" =0

= (?i)x soit en reconnaissant de nouveau §(x) :
p=1 "
1
= 5160
On en déduit que :
Vel - T() = {(¥) (1 : 51—1) dou
vxel {(X) - T®) = (X et donc d’apres ce qui précede :
Zx Al p

viel, FR)(E) - TRTE) = C(X)I“(X)( —11)

On peut désormais conclure :

el L —ﬁ—dt—qx)r(x)[ %)

b) = En remplacant x par 2 dans le résultat de la question précédente, on obtient :
+ oo t .
— T 2- = t:
| aere(2 )

= iC,(Z) et donc, d’apres le résultat admis par I'énoncé :

= De méme, avec x = 4, on obtient :

J m;%d‘ 1“<4>c<4>(2 —j soit :

- .15_;5_1«(4)1;(4) et donc, comme I'(4) = 3! =6 et {(4) = —

Z
+o ts _ _73_
fo shtdt 8







