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I. Propriétés fondamentales de C

n Définitions.
-On appelle ensemble des nombres complexes, et I'on note C, 'ensemble R* muni des lois + et x définies par :
Ey)+ &) =@+, y+Y)
(&) > (X, y) = (X -yY, Xy +XY) -

-On note i le nombre complexe (0, 1).

V(% y)eR? {

n Propriétés de C.
-+ admet un élément neutre dans R*qui est (0, 0).
-x admet un élément neutre dans R? qui est (1, 0).
- (€, +,x) est un corps.
- Soit E I'ensemble {(x, 0), xe R}. E est un sous-corps de (C, +, %).
- Soit f P'application définie sur R par : x — (x, 0). f est un isomorphisme de R sur E.

. Conséquence. R est un sous-corps de (C, +, x), et pour tout xe R, (x, 0) peut étre identifié 2 x. En procédant a cette
identification, la restriction 2 R des lois + et x de C sont alors respectivement Paddition et la multiplication usuelles sur R.
- it = (-1, 0), soit, en procédant 4 la méme identification : i* = -1.

Programme officiel : "la construction de C n’est pas exigible'.

Il. Ecriture d’'un complexe, module, conjugué

= Tout nombre complexe z (ze C) s'écrit de maniére unique z = a + ib, avec (a, b)e R% On note :
« Be(z) = a, la partie réelle de z,
- 9ue(2) = b, la partie imaginaire de z,
-Z=a-1b, le conjugué de z,

|2 = VaT<b?, le module de z.

w Propriétés. Soit (z,7)e C*. Ona:
3’ % - ‘Z—% (z#0), Ii[ = 12{,

‘Z=1 zi=‘z

.z =75}, et seulement si : ze R (L.e. % (z) = 0), z = -Z si, et seulement si, z est imaginaire pur (i.e. Re(z) = 0),

Nzzl =l |2, |2+l =l + 2],

- Soit f 'application définie sur € par f: 2+ 7. f est un automorphisme involutif (i.e. tel que fo f=f) de C.

» Groupe (U, ). On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1. U est un sous-groupe de (C¥, x).
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u Coordonnées polaires. Pour tout couple (x, y)e R, il existe un couple (r, 6)e R? tel que : {y — rsin® (r, ©) constitue

alors un couple de coordonnées polaires du couple (x, y).

Remarque : si (x,y) # (0, 0), il existe un unique couple (r, 6) de coordonnées polaires de (x, y) vérifiant (r, 8)e R"x]-m, x].

lll._Exponentielle complexe, argument d‘un complexe non nul

1. Exponentielle complexe

Pour tout e R, on appelle exponentielle complexe, et on note ®, le nombre : € = cos +isin®.

= L'application définie sur R par : 8 — € est un morphisme sui‘jectif du groupe (R, +) dans le groupe (U, x).

u Propriétés.
. VoeR, \e“’l =1,
.VOeR, €® = ¢t = —1,—,
ele

. V(0,0)e Rz7 ei(e+e’)= eieeie’,
.veeR, (e® =1 & 3keZ, 6 = 2kn).

u Formules de Moivre : V0c R, Vne Z, (cos8 + i sin6)" = e®

, SOit
. V0e R, Vne Z, cos (n) = Be (") = Ze((cos0 +isind)"),

. V0eR, VneZ, sin(n8) = fum(€"®) = % ((cos © + i sin@)").

s Formules d’Euler.

- VeeR, cosb = €

2i

4

- V6eR, sind = €

2. Fonction exponentielle complexe

On appelle fonction exponentielle complexe, et l'on note exp, la fonction définie sur € par: z — e = eRe@ei?®) 5y
restriction 4 R est la fonction exponentielle réelle.

n La fonction définie sur C par : z+—> exp(z) est un morphisme surjectif du groupe (C, +) sur le groupe (C*, x).
u Propriétés. Soit (z,z)e C*. Ona:

- exp(z+7) = exp() exp(2),
- exp(z)e CF,

0@ exp(- 2),

‘@) = ep(2),
-exp(z) = exp(z) & FkeZ,z=17 + 2ikn.

3. Arqument d‘'un complexe non nul, forme frigonométrique

u Soient ze C* et r son module (r = 12}). On appelle argument de z 'unique classe de réels 6 (Be R) définie modulo 2r
telle que : z = re®. On note : z = [r, 8]. On appelle alors chacun des réels 6 une détermination de I'argument de z (ou un

argument de z), que I'on note arg(z). On appelle argument principal de z 'unique réel 8ye |-x, x] tel que : z = re® et on
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n Définitions. Soit ze C.
- On appelle point image de z, et on note M(z), le point du plan de coordonnées (e (z), % (2)). z est alors appelé affixe de
M@). '
— -
. On appelle vecteur image de z le vecteur OM. z est alors appelé affixe du vecteur OM.
n Propriétés. Soient (a, z)e C? A et M deux points d'affixes respectives a et z. Alors :

|2| = d©O, M), er: ke 7, (21, 0—114) = arg(z) + 2kn,

-
- Le vecteur image de z-a est AM, et : ‘z - a‘ =d(a, M),

- Le point image de z + a est le quatriéme sommet d’un parallélogramme béti sur les points O, A et M.

2. Confiqurations géométriques

» Définitions. Soient A un point du plan d’affixe a (ac C), et re R".

- Le cercle de centre A et de rayon r est 'ensemble {ze C, lz - a‘ =71},

. Le disque fermé de centre A et de rayon r est ensemble {ze C, |z - a’ =r},

- Le disque ouvert de centre A et de rayon r est I'ensemble {ze C, |z - a’ <r},
. Le cercle (resp. le disque ouvert, resp. le disque fermé) unité est le cercle (resp. le disque ouvert, resp. le disque fermé) de
centre O et de rayon 1.

w Mesure d’angle. Soient A, B, C et D quatre points du plan d’affixes respectives a, b, c et d ((a, b, ¢, d)e C¥). Ona:
.3dkeZ, (A_é, A_ls) = arg(d-a) - arg(c - a) + 2km, ou, ce qui est équivalent (si C = A):
. 3ke 7, (Az}, A—I))) = arggj—z + 2km.

u Alignement. Soient A, B et C trois points distincts du plan d'affixes respectives a, b et ¢ ((a, b, ¢)e c?).

- 0, Aet Bsont alignés si, et seulement si : Ike Z, arg(a) = arg(b) + kr,

- 0, A et B sont alignés et du méme c6té de O si, et seulement si : [a| + [b‘ = }a +b |, ou, ce qui est équivalent :

ke Z, arg(a) = arg(b) + 2km,

- A, Bet Csont alignés si, et seulement si : Ike Z, arg(b - a) = arg(c - a) + kr, ou, ce qui est équivalent : &b—f eR.

u Orthogonalité. Soient A, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectives a, b et ¢ ((a, b, )e C*). Ona:

AB 1 AC & JkeZ, arg(b-a) =arg(c-a) + §+ kn & [c)—;l est imaginaire pur.

a Isobarycentre. Soient ne N*, (z,) __eC"et (M) __ une famille de n points du plan d’affixes respectives z (ke [1, n]).

Igksn i<ken

Lisobarycentre des points My (ke [1, n]) est le point d’affixe % 7.
k=1

Remarque : si n = 2, I'isobarycentre des points images des éléments de U, est O, ce qui permet de retrouver que la somme
des racines n*™ de l'unité vaut 0.

3. Transformations du plan complexe

Soit g une application définie sur C, bijective de € dans C. Alors il existe une et une seule application f définie sur @ par :
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note : 8y = Arg(z).

= Propriété. Si 8, = Arg(z), alors, pour tout ke Z, 8, + 2k est un argument de z.

(r=+a?+b?
cose=?—
r
aSoitzeC* Siz=a+ib=[r, 8], alors : 9 sine=12

oo b i6 2nz
tanz—-Ha(a gn+2nZ)

\.

Remarque : 0 n'a pas d’argument principal.

IV. Racines n®™M®S d'un complexe non nul

Soit n un entier supérieur ou égal 2 2. Onnote: @ =¢ v, vke [0, n-1], @, = e n =k et U= {o,ke[0,n-1]}.
p g ) )

1. Racines n®™®*_de l'unité
= 1 admet n racines n®" dans C appelés racines 0™ de I'unité. Ce sont les éléments de U,
= Soit ze C. Si z est racine de 'unité, Z I'est aussi.

u Somme et produit. La somme des racines n™ de I'unité est nulle. Leur produit vaut (-1)"".
u Sous-groupe cyclique U, U, est un sous-groupe cyclique d’ordre n du groupe (C*, »).
» Les points images des n racines n™ de Punité forment les sommets d’un polyg6ne régulier convexe inscrit dans le cercle

unité.

2. Racines n°™®S_d‘un complexe non nul

Soit ze C*, z = re® (re R%, 6 R).

= z admet n racines n*"* dans C, qui sont obtenues en faisant le produit de 'une quelconque d’entre elles par les racines
9+ 2kn

N n . n H ,6_
n® de l'unité : ce sont les éléments de 'ensemble {\/1— e »  kel0,n- 1]} = {\/r— e'n o ke [0,n- 1]},
u Somme et produit. La somme des racines n™ de z est nulle. Leur produit vaut (-1)*'z.

a Les affixes des n racines n™™ de z sont les sommets d'un polygdne régulier convexe inscrit dans le cercle de centre O et

n
de rayon Vi

V. Représentation plane

- -
On considere le plan euclidien usuel @, muni d’un repere orthonormé direct (O, €y, €2).

1. Le plan_complexe

» Soit f Papplication définie sur C par f: z+—> (Be(2), % (2)). f est bijective de C sur @, et P muni de f est appele le plan

complexe.
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M(z) — M'(g(2)). Cette application est appelée transformation du plan complexe.

a Symétries, homothéties, translations, rotations.

- On appelle symétrie par rapport au point O I'application f définie sur & par : M(z) — M'(-2).
- On appelle symétrie orthogonale par rapport 2 l'axe (—); I'application f définie sur @ par : M(2) = M (Z).

- On appelle homothétie de centre O et de rapport A (Ae R¥) I'application f définie sur @ par : M(z) — M'(Az).

- On appelle translation de vecteur directeur le vecteur image de a (ae C) I'application f définie sur & par :
M(z) — M'(z+2).
. On appelle rotation de centre O et d’angle 6 (6 R) I'application f définie sur @ par : M(z) — M '(e®2).

w Similitudes directes. Soient (a, b)e C*x C et f I'application définie sur @ par : M(z) — M (az + b). Alors :

. Sia=1, fest la translation de vecteur directeur le vecteur image de b,
- Sta # 1, fadmet un et un seul point invariant, noté Q, d'affixe 1—ba En notant r la rotation de centre Q et d’angle arg(a) et
h 'homothétie de centre Q et de rapport )a‘, ona:f=hor=roh festappelée la similitude directe de centre Q, de

rapport )a) et d'angle arg(a).

= Soient Ae R*, f une similitude directe de rapport A, et M et N deux points du plan. Alors : d (fM), f(N)) = Ad(M, N).

VI. Programme officiel

Hors programme :

- Cocyclicité.
- Cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire (démonstration 4 connaitre).
- Btude générale des similitudes indirectes.

A la limite du programme :

z- z'i = ’lzl - lz” (démonstration a connaitre).

-V(z,2)eC?,
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0. Apprendre et comprendre son cours

I. Précisions et rappels

Rappelons que les nombres complexes font partie intégrante du programme. Méme si ce chapitre est souvent traité en
début d’année, il ne faut pas oublier de le réviser régulierement, car les nombres complexes peuvent apparaitre dans de trés
nombreux problémes tant de géométrie, d’analyse que d’algebre. Il est donc nécessaire de bien en connaitre les propriétés
fondamentales (notations algébrique et exponentielle, module et argument, racines de 'unité, propriétés géométriques).

Il. Utiliser les notations algébrique et trigonométrique

1. Utiliser la notation algébrique

La notation algébrique (z = a~+ib) peut étre utile dans les calculs de somme, ou dans les résolutions d’équations
complexes. Elle permet notamment de faire des identications entre partie réelle et partie imaginaire, ce qui peut étre utile
dans le cadre de résolutions d'équations complexes par exemple.

Attention : la partie imaginaire du complexe z n’est pas ib, mais b (la partie imaginaire de z est donc un nombre réel).

I Voir 'exercice : Opérations sur les partie réelle et imaginaire.

2. Utiliser la notation trigonométrique

La notation trigonométrique (z = pe®) offre plus de facilités lors de calculs de produits et/ou de sommes faisant intervenir

des fonctions trigonométriques. Dans de trés nombreux cas, la notation trigonométrique est plus utile que la notation
algébrique.

Ne pas oublier qu'il n'y a unicité¢ du module et de 'argument que si z est différent de 0 (0 admettant une infinité
d’arguments possibles, donc pas d’argument principal), et que le réel p doit étre strictement positif pour étre interprété

comme le module de z. Dans le cas ol z s’écrit sous forme z = re'® avec r < 0, penser que €™ = -1, ce qui permet de revenir 4
une forme trigonométrique en posant z = (-r)e ™,

Veiller 4 ne pas confondre forme exponentielle d’'un complexe (z = pe®) et exponentielle d’un nombre complexe, qui est
le nombre complexe défini par e* = e®e@ei? ),

I Voir lexercice : “Résolution d’équation’.

3. Utiliser & la fois les notations algébrique et frigonométrique

1l peut arriver que I'on utilise 2 la fois la notation algébrique (z = a+ ib) et la notation trigonométrique (z = pe®) d’'un
nombre complexe. Se souvenir des relations relianta, b, pet 8
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(r=+a2+b?
cosg=2
r
Siz=a+ib={r, 8], alors: 3 sin9=%
t o i0 2nZ
an 5= +a(51 gn+2nZ)

lll. Résoudre des équations entre nombres complexes

1. Résoudre une équation du type z" =1

2kn

Se souvenir que les racines n-émes de ['unité sont les éléments de I'ensemble U, ={e' v ke [0,n-1] } Se souvenir que
(U, ¥) est un groupe commutatif.

= VQir la fiche de cours.

2. Résoudre une équation du type 2" = Z, 00 Z est un nombre complexe connu

Pour déterminer les solutions d’une équation du type z* = Z = pe®®, on peut :

0+ 2kn
n {—
— se ramener au cours : les solutions de I'équation sont les éléments de I'ensemble : {\/1— e n ,ke[0,n- 1]},

— déterminer une racine particuliere z, de I'équation z" = Z, puis faire le produit de cette racine avec toutes les racines
n-emes de I'unité, les solutions étant ainsi les éléments de 'ensemble : {zowk, ke [0,n- 1]}, ot :vke[0,n-1], 0, =€ n

g Voir I'exercice : “Racine carrée d’un nombre complexe’”.

3. Résoudre une équation du type f(z} = q{Z). o0 f et g sont deux fonctions et Z un nombre complexe connu

Pour résoudre une équation entre deux nombres complexes, on peut :

— écrire chacun des nombres complexes en présence sous forme algébrique, puis identifier leur partie réelle et leur partie
imaginaire,

— écrire chacun des nombres complexes en présence sous forme trigonométrique, puis identifier leur module et leur
argument (2 2r pres s'il ne s'agit pas nécessairement de leur argument principal).

IS Voir lexercice : “Résolution d’équation”.

4. Résoudre un systéme d‘équations & coefficients complexes

Pour résoudre une équation entre deux nombres complexes, on peut :

— résoudre chacune des équations complexes (cf. point I11.3 ci-dessus),

— se souvenir qu'une équation entre nombres complexes équivaut 4 deux équations entre nombres réels, en identifiant leur
partie réelle et leur partie imaginaire, ou leur module et leur argument (4 2 preés s'il ne s’agit pas nécessairement de leur
argument principal),

— se ramener aux méthodes de résolution de systémes, notamment 3 l'aide des matrices (cf. chapitre ‘Systémes linéaires et
calcul matriciel’).



Iv.

Nombres complexes / Maths SUP

I Voir exercice : “Résolution de systéme”.

5. Résoudre des inéqalités faisant intervenir des nombres complexes

Précisons tout d’abord ce qu'il ne faut pas faire : écrire des inégalités entre les nombres complexes eux-mémes. En effet,
I'ensemble C n’est pas un ensemble totalement ordonné (sur les relations d'ordre partiel et total, cf. chapitre
“Préliminaires ). Le plus souvent, les inégalités faisant intervenir des nombres complexes porteront sur leur module, ou, plus
rarement, sur leur argument.

Pour résoudre ou démontrer une inégalité faisant intervenir des nombres complexes, on peut :
~ utiliser 'inégalité triangulaire dans C : V(z, z)e C?, 12 + z“ < }z‘ + ‘z‘],
~ utiliser, apres I'avoir démontrée 4 l'aide de la premiére (2 l'aide d’une décomposition de la forme : z = (z-2) +2), la

deuxiéme inégalité triangulaire sur C : V(z, 2)e C%, iz; - ]zl = ]z - z’I.

IS5 Voir exercice : “Deuxiéme inégalité triangulaire”,

Linéariser, délinéariser une expression trigonométrique circulaire

1. Linéariser une expression trigonométrique circulaire de la forme cos™x ou sin"x,

Pour linéariser une expression trigonométrique circulaire de la forme cosx (resp. sin"x), on peut successivement :

~ appliquer une formule d'Euler 2 'expression trigonométrique cosx (resp. sinx),
— élever I'expression obtenue 2 la puissance n 4 I'aide de la formule du binGme,

i) sinest pair (la somme comporte alors n+ 1 termes, soit un nombre impair de termes), scinder la somme en trois
parties : les n premiers termes, le terme médian, les n derniers termes,

ii) sin est impair (la somme comporte alors n+ 1 termes, soit un nombre pair de termes), scinder la somme en deux
parties : les n premiers termes et les n derniers termes,

— effectuer dans fa seconde somme un changement d'indice approprié afin de regrouper les nombres complexes deux 2 deux
conjugués (attention : ce changement d'indice n’est en général pas trivial),
— une fois rassemblés les nombres complexes deux a deux conjugués, réutiliser une formule d’Euler.

La linéarisation permet de passer d’une expression sous forme de puissance de de cosx (resp. sinx) a une expression sous
forme de somme de fonctions de la forme cos (kx) (resp. sin (kx)), ot ke N, Elle s’avére particulierement utile pour calculer

les (tres classiques) intégrales “de Wallis” (intégrales de puissances de fonctions trigonométriques), 4 l'aide de la linéarité de
Pintégration.

§  Voir l'exercice : “Linéarisation de cos™, de sinx’.

2. Délinéariser une expression trigonométrique circulaire de la forme coshx ou sinnx

Pour délinéariser une expression trigonométrique circulaire de la forme cosnx ou sinnx, on peut successivement :
— écrire I'expression trigonométrique cos nx (resp. sinnx) comme la partie réelle (resp. imaginaire) de ™,
~ utiliser la formule de Moivre en écrivant €™ = (e)",
~ écrire €% sous forme de somme en utilisant la définition de €%,
~ développer (cosx+isinx)" a l'aide de la formule du binome,

- en utilisant la linéarité de l'opérateur partie réelle (resp. partie imaginaire), ne conserver dans la somme que les puissances
paires (resp. impaires) de i, en distinguant si nécessaire suivant la parité de n (en pratique, cette distinction n’est pas
nécessaire pour la fonction cosinus, mais est indispensable pour la fonction sinus).
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La délinéarisation permet de passer d'une expression linéaire a une expression sous forme de combinaison linéaire des
puissances de cosx (resp. sinx), i.e. sous forme de polyndme en cosx (resp. sinx). Elle s’avere particulierement utile pour
déterminer une expression sous forme de somme des (tres classiques) polyndmes “de Tchebychev” (polynémes caractérisés par
I'identité ; Vne N, v8e [0, ], T,(cos 8) = cos nd).

1> Voir lexercice : “Délinéarisation de cos nx, de sin nx'. -

V. Calculer des sommes d‘expressions trigonométriques a 'aide des nombres
complexes

1. Si la somme est une somme d‘expressions trigonométriques de la forme cos kx, sin kx

Précisons tout d’abord ce qu'il ne faut pas faire : délinéariser chacun des termes, puis sommer l'expression obtenue. On
parvient 4 une double somme faisant intervenir des parties entiéres, qu'il n'est pas facile d’inverser, et qui ne donne le résultat
souhaité qu'apres de treés longues simplifications.

Pour calculer une somme d’expressions trigonométriques faisant intervenir des fonctions circulaires cos kx (resp. sin kx), on
peut successivement :

— écrire chacun des termes de la somme comme la partie réelle (resp. imaginaire) de e™,

— utiliser la linéarité de I'opérateur “partie réelle” (resp. “partie imaginaire”) pour faire apparaitre une somme de nombres
complexes écrite sous forme trigonométrique,

- utiliser la formule de Moivre en écrivant e* = (€M),

~ N.B. : 4 ce stade, il faut éviter d’écrire e* sous forme de somme puis utiliser la formule du binéme, ce qui reviendrait a
délinéariser chacun des termes, cf. remarque préliminaire ci-dessus,

~ remarquer que I'on est en présence de la somme des termes-d’une suite géométrique : aprés avoir traité a part, le cas
échéant, le cas ou la raison est égale 4 1 (i.e. le cas ot €* = 1, i.e. le cas ot xe 2xZ), calculer cette somme a l'aide des
résultats du cours sur les suites géométriques,

— factoriser dans I'expression obtenue, au numérateur et au dénominateur, par les “exponentielles moitiés”, ce qui permet de
faire apparaitre des nombres complexes deux 2 deux conjugués éctits sous forme exponentielle,

— une fois ces termes deux & deux rassemblés, utiliser une formule d’Euler,
~ enfin, aprés avoir pris la partie réelle (resp. imaginaire) de I'expression obtenue, conclure en utilisant une formule de

trigonométrie circulaire classique du type cosa sinb = % (sin(a + b) - sin(a - b)), afin de simplifier le résultat.

1 . n
BZ" yoit Pexercice : “Caloul de 3 cos (kx) et X sin(kx)".
k=0 k=0

2. Si la somme est une somme d’expressions trigonométriques de la forme cos {a + kx}, sin {(a + kx)

Pour calculer une somme d’expressions trigonométriques faisant intervenir des fonctions circulaires cos (a +kx) (resp. sin
(a+kx)), on peut successivement :

— écrire chacun des termes de la somme comme la partie réelle (resp. imaginaire) de @),
— apres avoir utilisé la linéarité de 'opérateur “partie réelle” (resp. “partie imaginaire™), factoriser par e®, indépendant de k,
— si des coefficients bindmiaux apparaissent dans les termes de la somme, utiliser la formule du bindme,

~ sinon, se ramener alors 4 la méthode détaillée au point V.1 ci-dessus.

B=" oir Pexercice : “Calcul de 3 GD cos(a+kbyet Y, (E) sin(a + kb)“.
k=0

k=0
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3. Si la somme est une somme de puissances d‘expressions trigonométriques de la forme cos {(a + kx), sin
{a+ kx)

Précisons tout d’abord ce qu'il ne faut pas faire : appliquer 'opérateur “partie réelle” pour faire apparaltre une
exponentielle complexe. Si cette méthode est tres utile dans le cadre des calculs de somme (cf. points V.1 et V.2 ci-dessus),
elle ne trouve pas 4 s’appliquer lorsque les expressions en présence sont des puissances : en effet, la partie réelle d’un produit
de nombres complexes n'est pas le produit des parties réelles de ces nombres complexes.

Pour calculer une somme de puissances d’expressions trigopnométriques faisant intervenir des fonctions circulaires cos
(a+kx) (resp. sin (a+kx)), on peut successivement :

— appliquer la formule d’Euler a I'expression trigonométrique en présence,

- développer la puissance qui apparait 4 I'aide de la formule du bindme,

— rassembler les exponentielles 4 I'aide de la formule de Moivre et de la formule : V(8, 8")e R?, el0+0)= ¢’

— inverser les deux sommes (la premiere somme, et la seconde qui provient de la formule du binéme), en prenant un soin
particulier aux indices (voir chapitre “Préliminaires” pour les inversions de sommes),

— en faisant apparaitre une puissance convenable 4 I'aide de la formule de Moivre dans la seconde somme, se ramener a la
somme des termes d’une suite géométrique, en prenant soin de distinguer suivant que la raison est égale ou différente de 1.

: 1 i c+1
U™ voir lexercice : “Calcul de PG (cos [—]TL)T

=0 n+l

4. Si la somme est une somme d‘expressions hyperbolique de la forme ch (o + kx), sh {a + kx]

Pour calculer une somme d’expressions trigonométriques faisant intervenir des fonctions hyperboliques ch (a+kx) (resp.
sh (a+ kx)), on peut appliquer directement la définition des fonctions ch et sh. Il n’y a alors pas lieu de faire apparaitre des
nombres complexes, car les exponentielles en présences sont des exponentielles réelles, et non complexes (cf. chapitre
“Fonctions usuelles’).

" yoir Pexercice : “Calcul de Co(®) = X ch(a+kx) et Sy(x) = > sh (a+kx)", dans le polycopié “Fonctions usuelles’.
, k=0 k=0 :

VI. Résoudre un probléme de géométrie du plan a l‘aide de nombres
complexes

1. Résoudre un probléme d’alignement

Pour résoudre 2 I'aide de nombres complexes un probleme d'alignement entre trois points on peut successivement :
- -

— se souvenir que des points A, M et M’ sont alignés si, et seulement si les vecteurs AM et AM’ sont colinéaires,

— déterminer I'affixe de chacun de ces points, et en déduire, par différence, I'affixe de chacun des vecteurs,

— exprimer la relation de colinéarité souhaitée entre les vecteurs par une relation de colinéarité entre les modules de leurs
affixes, ou par une relation d’égalité entre les arguments des affixes des vecteurs (modulo = prés s’il ne s'agit pas de leur
argument principal),

— on se ramene alors 4 une équation entre nombres complexes, 4 résoudre en identifiant partie réelle et partie imaginaire, ou
module et argument (cf. point II. ci-dessus).

il faut montrer que des points sont alignés du méme c6té de O, on peut également se souvenir que des points sont

alignés et du méme c6té de O si, et seulement si, le module de la somme de leurs affixes est égal a la somme des modules de
leurs affixes. Cette propriété peut se généraliser 2 n points (n = 2).

0= Voir l'exercice : “Points définis par leurs affixes”.
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2. Résoudre un probléme de distance

Pour résoudre un probléme de distance entre plusieurs points (construction d’un triangle isocéle ou équilatéral,
construction d’un polygdne régulier par exemple) a 'aide des nombres complexes on peut successivement :

N
~ se souvenir qu’une distance entre deux points M et M’ s’interpréte comme le module de I'affixe vecteur MM,

— déterminer I'affixe de chacun des points en présence, et en déduire, par différence, 'affixe de chacun des vecteurs et donc
leur module,

- exprimer la relation de distance entre les points par une relation d’égalité entre des modules,

— on se raméne alors 4 une équation entre des modules de nombres complexes, a résoudre en identifiant partie réelle et
partie imaginaire, ou module et argument (cf. point III. ci-dessus).

0 Voir l'exercice : “Construction d’un triangle isocele”.

3. Résoudre un probléme d‘orthogonadlité

Pour résoudre un probléme d’orthogonalité a l'aide des nombres complexes, on peut :
— essayer de se ramener 4 un probléme de distance ou d’alignement a I'aide de relations d’équivalence, car ces problemes
offrent plus de métodes de résolution possibles (a 'aide des arguments, mais aussi a 'aide des modules),

T
~ montrer que les arguments de leurs affixes sont distants de 5 (modulo r §'il ne s"agit pas de leur argument principal).

I Voir l'exercice : “Construction d’un triangle isocéle”

4. Déterminer un lieu géométrique & partir de points équirépartis sur le cercle unité

Pour déterminer 2 I'aide de nombres complexes un lieu géométrique a partir de n points équirépartis sur le cercle unité,
on peut :
— déterminer l'affixe de tous les points situés sur le cercle unité en en déterminant I'affixe d’un point particulier, puis en
faisant le produit de cette affixe par chacune des racines n-émes de I'unité,
— faire apparaitre, le cas échéant a l'aide de la relation de Chasles, des expressions simplifiables 4 I'aide du cours sur les racines
n-emes de I'unité, comme par exemple la somme des racines n-emes de I'unité (qui vaut 0) ou le produit de celles-ci (qui vaut

(D)

I Voir I'exercice : “Points définis par leurs affixes”.



