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l. Formules de Taylor

n Formule de Taylor avec reste intégral. Soient I un intervalle de R non réduit a un point, ne N, f une fonction de

n k b n
classe C™*'surlet (a,b)el Ona:f(b) = 3, %@— f® () + f @—n—'tL foD(r) dt (formule appliquée a I'ordre n).
k=g K a :

u Majoration du reste, inégalité de Taylor-Lagrange. Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point, ne N, f une

fonction de classe C**'sur I, (a, b)e I* et M un majorant de | f™*D| sur le segment d’extrémités aet b. Ona:
J 8
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Remarque : cette propriété reste valable si f est n fois dérivable sur I et si f* * ¥ est bornée sur le segment d’extrémités a et
b.

n Formule de Taylor-Lagrange (a la limite du programme). Soient I un intervalle de R, ne N, f une fonction de

classe C™*! sur I et (a, b) un couple d’éléments distincts de I. Il existe un réel c appartenant 4 l'intervalle ouvert d’extrémités a
et b tel que :

_ n (b-ﬂ.)k . (b_a)nﬂ T
) = X B - T e

n Formule de Taylor-Young. Soient I un intervalle de R non réduit a un point, ne N, f une fonction de classe C* sur I et
ae . Il existe une fonction € continue sur I telle que

n k
vxel () = X, QX—S)—f‘k’(a) +(x-2)"e(x) avec lim g(x) =0.
. X—a

k=0

Il. Développements limités

= Définition. Soient I un intervalle de R non réduit a un pint, ne N, f une fonction définie sur [ et xye L. On dit que f
admet un développement limité (d.1.) & I'ordre n au voisinage de x, il existe une suite de réels (a;),__e R™*" et une fonction
¢ définie sur I tels que :

vxel, f(x) = X a (x-x)* + (X - X)"e(x) avec lim e(x) = 0.
k=0 =%

* Le terme 3, ay (X - Xo)* s'appelle “partie réguliere” du d.1., noté reg, (),
k=0

* Le terme (X - Xo)"e(x) s'appelle “reste” ou “terme complémentaire” du d.l.

n Unicité du développement limité. Soient [ un intervalle de R non réduit a un point, ne N, f une fonction définie sur I
et xye L. i f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de x,, sa partie réguliére et son reste sont uniques.

n Développement limité a Uordre 0. Soit x,e R. Si f n'est pas définie en x,, f admet un d.1. & I'ordre 0 au voisinage de x,
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si et seulement si f a une limite finie € en xy, et on a alors : f(x) = € + &(x) avec lim e(x) = 0. Si f est définie en x,, f admet un
X—Xg
d.L. 2 l'ordre 0 au voisinage de x, si et seulement si f est continue en x,, et on a alors : f(x) = f(xo) + £(X) avec lim g(x) =0.
X=Xy

u Développement limité a Pordre 1. Soit xoe R. Si f est continue en X, f admet un d.l. a I'ordre 1 au voisinage de x si
et seulement si f est dérivable en x, et on a alors : f(x) = f(x) + (x - x0) { (xo) + (X - xp) €(x) avec lim e(x) = 0.
X—>Xp

Dans ce cas, on dit que la fonction x — f(x) + (x - Xo) f (o) est une approximation affine de f au voisinage de x.

u Développement limité a Uordre 2 et tangente. Soit xoe R. Si f admet un d.I. a Pordre 2 au voisinage de x, de la
2
forme : f(x) = f(xg) + X-Xg)a + —(X—g@—b + (x-%0)?e(x) avec lim e(x) =0, onaf'(xg) = a et f admet pour tangente en x, la
X—Xp

droite d’équation : y = f(xo) + (x - X9) 2. De plus, la position de la courbe représentative de f par rapport a cette tangente au
voisinage de x, peut étre obtenue a I'aide du signe de bsib = 0.

ule cas des fonctions de classe C" au voisinage de x, Soient I un intervalle de R non réduit 2 un point, ne N, fune
fonction de classe C" sur I et x¢e L D’aprés la formule de Taylor-Young, f admet un d.l. a Pordre n au voisinage de x, et ce d.1.

n ko
est: f(x) = 3 LX—'—Xﬁlf(‘”(xo) + (X-x)"e(®) avec lim e(x) =0.
) k=0 k! X=>Xp

Remarque : La réciproque est fausse (une fonction peut admettre un d.l. d’ordre n sans étre de classe C")

= Soient [ un intervalle de R, ne N, f une fonction définie sur [ et xye L Si f admet un d.l. 2 'ordre n au voisinage de x,,
alors f admet un d.l. 4 tout ordre p inférieur ou égal a n au voisinage de x, et reg,(f) = reg,(H) P (partie tronquée au degré p de

regﬂ (D) y

= Développement limité d’une dérivée. Soient I un intervalle de R, ne N*, x,e ], f une fonction définie et dérivable sur

I. Si f admet un d.l. d’ordre n au voisinage de x,, et si f” admet un d.l. d’ordre n - 1 au voisinage de x,, alors la partie réguliere
dud.l. d'ordre n-1def est la dérivée de la partie réguliere du d.l. d’ordre n de f au voisinage de .

u Développement limité d’une primitive. Soient [ un intervalle de R, ne N, x,e, f une fonction définie et continue

sur I et F une primitive de f sur L. Si f admet un d.l. d’ordre n au voisinage de x,, alors F admet un d.l. d'ordre n + 1 au
voisinage de x, et la partie réguliére du d.l. d’ordre n + 1 de F est la primitive de la partie réguliére du d.1. d’ordre n de fau
voisinage de x, qui prend la valeur F(x,) en Xo.

lll. Opérations sur les développements limités

a Somme. Soient x,e R et ne N, Si f et g admettent un d.l. 4 lordre n au voisinage de x,, alors f + g admet un d.L. a I'ordre

n au voisinage de x, et reg,(f + g) = reg,(f) + reg.(g).

» Produit par un réel. Soient x,e R, ne N et AeR. Si f admet un d.1. 4 'ordre n au voisinage de x,, alors Af admet un d.L
aPordre n au voisinage de X, et reg,(Af) = Areg, ().

= Produit. Soient x,e R et ne N, Si f et g admettent un d.l. 2 'ordre n au voisinage de X, alors fg admet un d.I. a I'ordre n

au voisinage de x, et reg,(fg) = reg,(f) reg,(g) -

a Composition. Soient x,e R et ne N. Si f admet un d.1. 4 'ordre n au voisinage de x, et si g admet un d.l. a 'ordre n en

f(xy), alors g o fadmet un d.I. a 'ordre n au voisinage de x;,

f
g

= Quotient. Soient xoe R et ne N. Si f et g admettent un d.l. a 'ordre n au voisinage de x, et si g(xo) # 0, alors ;(13— et
o}

admettent un d.l 4 Pordre n au voisinage de x;,

u Changement de variable (hors-programme). Soient xoe R et ne N. f admet un d.l. a I'ordre n au voisinage de x, si et

seulement si la fonction g : u > f(u + x) admet un d.1. a 'ordre n au voisinage de 0.
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n Développement limités des fonctions usuelles au voisinage de 0 :

ofa-1 ofo-1)..(o-n+1
.(1+x)“=1+ax+—(-2—r—2x2+...+ ( >n'< * )x“+x"s(x) (o RY,
-——1 n N n
1+x_1 X+x2+ .+ DX+ x"e(x),

1
‘Tx= T+x+x2+ .. +xX"+ xX"e(X),

i XS n+2
*SINX =X~ + C+ (-1YP +X-p 2¢(),
2 5
'COSX=1-‘2 +Z—,+ +(1>P (? >| +X"p+18(‘()
2 3 n
'lﬂ<1+X>=X--);—+ );_+"'+('1>“+1XE+XHS(X),
b X! n
-e—1+x+§—'+ +;1“!+X€(X);
< < )
oChX—l-(-E Zq. (2 )I +X_1+18(X)
3 5 2p+1
eshx= X+)§(-!- —5-_—'+ (?); 1); s €<X).

IV. Notion de développement asymptotique

La notion générale de développement asymptotique, ainsi que celle d’échelle de comparaison, sont hors-programme.
Cependant, le programme officiel évoque la connaissance d’ “exemples simples de développements asymptotiques”.

Ce qu'il faut retenir : Soit I un intervalle de R non réduit 2 un point, f une fonction définie sur I et xye L. Ecrire un

développement asymptotique de f au voisinage de x,, C’est écrire, au voisinage de xq, f(x) sous forme d’une somme de termes
de telle sorte ces termes soient écrits dans 'ordre de prépondérance, autrement dit de telle sorte que chaque terme soit
négligeable devant le terme précédent au voisinage de xq.

% S, +xIn(x) + 2VxIn)+ 2VxIn(x) e(x) avec \lgn g(x) =0,

Par exemple, si au voisinage de O on a : f(x) =
X

alors (—1— + % +xlIn(x) + x2Vxl n(x)) constitue un développement asymptotique de f au voisinage de 0.

Ce résultat peut étve étendu aux cas ou Xpel mais se trouve d la frontiere de I, ou encore pour Xg =+ 0y Xy =-o il
n'et pas majoré (resp. pas minoré).

V. Programme officiel

A la limite du programme
- Formule de Taylor pour les polynomes.
Hors programme
- Etude systématique des développements asymptotiques.

- Résultats généraux sur les développements limités de fonctions composées.
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thodologique

0. Apprendre et comprendre son cours

Penser que :
» quand on applique I'une des formules de Taylor, I'ordre d’application est l'indice du dernier terme de la somme,
= quand on applique I'une des formules de Taylor entre deux réels a et b, il n'y a pas d’ordre a priori entre a et b,

= un développement limité ne donne d’information précise que lorsque I'on est au voisinage d’un point précis (en général 0) :
on ne peut donc démontrer aucun résultat utile “pour tout x”.

I. Déterminer le développement limité d’une fonction au voisinage d’un
point

Soit ne N.

1. Déterminer un d.l. au voisinage de 0

Pour déterminer un d.l. au voisinage de 0 d’une fonction h, on peut :

= si la fonction est la somme et/ou le produit de fonctions dont un connait un d.1. au voisinage de 0, utiliser les opérations sur
les développements limités (voir la fiche de cours),

= si la fonction est un quotient de fonctions dont on connait un développement limité au voisinage de 0

w $i la fonction est la somme de fonctions dont on connait un développement limité au voisinage de 0.

Si f et g admettent un d.l. a l'ordre n au voisinage, alors f + g admet un d.l. a I'ordre n au voisinage de 0 et :
regy(f + g) = regy(f) + regu(g)-
u Si la fonction est le produit de fonctions dont on connait un développement limité au voisinage de 0.
Si f et g admettent un d.l. a 'ordre n au voisinage de 0, alors fg admet un d.l. a 'ordre n au voisinage de 0 et :
reg,(fg) = m" (partie tronquée 2 l'ordre n du produit des deux parties régulieres a 'ordre n).
w 8i la fonction est le quotient de fonctions dont on connait un développement limité au voisinage de 0.

Si f et g admettent un d.l. & Uordre n au voisinage de 0 et si g(0) # 0, alors é et é admettent un d.l. a Pordre n au

voisinage de 0.

u Si la fonction est la composée de fonctions dont on connait un développement limité.

Si fadmet un d.J. 2 Pordre n au voisinage de 0 et si g admet un d.l. 2 'ordre n en f(0), alors g o fadmet un d.l. a lordre n au
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voisinage de 0.
u §i la fonction est de classe C" au voisinage de x, : on peut alors utiliser la formule de Taylor-Young,

u Si la fonction est paire (resp. impaire), utiliser I'unicité du développement limité pour montrer que le d.l. au
voisinage de 0 de f ne contient que des mondmes pairs (resp. impairs),

w 8i la fonction est solution d’une équation fonctionnelle ou différentielle, dériver ou intégrer le d.l. (a
coefficients inconnus) au voisinage de 0 de f

2. Déterminer un d.l. au voisinage d’un point par changement de variable

" Pour détermienr un d.L. 2 'ordre n de fau voisinage d’un point x, non nul, on peut :
w appliquer 'une des méthodes précédentes, en substituant xo2 0,

n procéder par changement de variable, en déterminant un d.1. au voisinage de 0 de la fonction g : u — f(u + xy)

Il. Application des développements limités

1. Montrer qu’une fonction est continue, dérivable en un point

Penser que, pour montrer qu’une fonction définie en x, est continue (resp. dérivable) en un point xy, on peut montrer
quelle admet un développement limité d’ordre 0 (resp. d’ordre 1) au voisinage de xo.

2. Déterminer un équivalent d’une fonction au voisinage d‘un point

Se souvenir que toute fonction admettant un développement limité en un point est équivalente, au voisinage de ce point,
a sa partie réguliere (si celle-ci n’est pas la fonction nulle).

Penser également que, pour déterminer un équivalent d’'une fonction non explicitée numériquement, on peut utiliser la
formule de Taylor-Young (exemple : x = f(x) - f(0) - x'(0) ).

3. Obtenir F'équation de la tangente en un point et la position de la courbe par rapport & cette tangente
2
Soit x4e R. Si f admet un d.l. 2 'ordre 2 au voisinage de x, de la forme : f(x) = f{(x) + (x-x0)a + &';m—b + (X - Xp)* €(X)

avec lim e(x) =0, ona f'(x)) = a et f admet pour tangente en x, la droite d’équation : y = f(xo) + (x - xo) a. De plus, la
X=>Xp

position de la courbe représentative de f par rapport a cette tangente au voisinage de x, peut étre obtenue a I'aide du signe
debsib=0.Sib=0,il faut déterminer un développement limité & un ordre supérieur.

4, Obtenir ’équation d‘'une asymptote oblique a la courbe au voisinage de Iinfini

Si au voisinage de #ec, ona: f(x) =ax+b+ § += g(x) avec lim e(x) = 0, f admet pour asymptote oblique au voisinage
X—pteo

de = la droite d’équation : y = ax + b.
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lll. Application des formules de Taylor

1. Encadrer une fonction par deux fonctions polynomiales

Précisons tout d’abord ce qu'il ne faut pas faire : utiliser un d.l. En effet, un développement limité est une notion locale qui
ne permet jamais d’obtenir une égalité globale (‘pour tout x').

Pour encadrer une fonction f par deux fonctions polynomiales, on peut :

w utiliser la formule de Taylor avec reste intégral, puis montrer que le reste intégral est de signe constant, ce qui permet
(dn fonction du signe du reste) de majorer ou de minorer f par une fonction polynomiale,

n utiliser la formule de Taylor-Lagrange (2 la limite du programme), puis montrer que le reste (qui est de la forme

_a\ntl o
%EDL' f*D(c)) est de signe constant (ce qui est notamment le cas lorsque f™*V est de signe constant), ce qui permet (dn

+ :
fonction du signe du reste) de majorer ou de minorer f par une fonction polynomiale,

n si une des minoration/majoration 2 obtenir fait apparaitre une fonction affine (i.e. une fonction polynomiale de degré 1),
si cette fonction apparait comme étant I'équation d’une tangente a la courbe de f en un point ou bien I'équation d’une corde
de la courbe de f, examiner si f est convexe (resp. concave) et utiliser les propriétés des fonctions convexes (resp. concaves) :
voir le chapitre “Fonctions : limite, continuité, dérivabilité”),

» seulement si aucune de ces méthodes ne fonctionne, former la différence des deux fonctions et étudier cette différence
(voir le chapire “Fonctions : limite, continuité, dérivabilité”).

Cette méthode fonctionne notamment lorsque 'on reconnait, dans les fonctions polynomiales qu'il s'agit de faire
apparaitre, le développement limité de f en un point a un certain ordre, car par unicité du développement limité, la partie
réguliere du développement limité se trouve étre égale 4 la somme qui apparait dans les formules de Taylor. Attention
toutefois 2 ne pas utiliser simplement le d.l. qui est une notion locale, comme cela a été rappelé plus haut.

2. Majorer la somme partielle d’une série, montrer gu’une série converge et déterminer sa somme (hors-
programme en premiére année)

k
n Majorer la somme partielle d’une série dont le terme général est de la fomne-%l,ﬂ f®(a).

k
n Déterminer la somme d’une série dont le terme général est de la forme—%i Sf®(a). Pour cela, on peut

soit appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange puis utiliser le théoreme de I’encadrement, soit appliquer la formule de Taylor

avec reste intégral puis déterminer la limite du reste (en général 0).



