Maths SUP
OPTIMAL SUP-SPE

Dans tout le cours, sauf précision contraire, les fonctions considérées sont 4 valeurs réelles.

A. Dérivabilité

I. Dérivation

1. Dérivée en un point

Soient [ un intervalle de R non réduit 2 un point, x,e I et f une fonction définie sur L.

= f est dérivable en x, si la fonction définie sur IN{xy} par : x — () - f(x0) admet une limite finie € en x,. € est alors appelé
p - pp

le nombre dérivé de f en x,et on note £'(xy) = %(x[,) = Dy(xy) = €. Il existe alors une fonction € de limite nulle en x, telle

que : f(x) = f(xg) + (X - X0) € + (X - Xp) e(x) (développement limité de f d’ordre 1 au voisinage de xp).

. Si f est dérivable en xy, alors f est continue en .
. Si f est dérivable en x,, I'équation de la tangente 2 la courbe représentative de f en (xy, f(xq)) est: v = f(xo) + (x - o) [’ (o).
w { est dérivable a droite (resp. 4 gauche) en x, si la fonction définie sur IN{Xy} par : x ~> fx) - fxo) admet une limite finie
X-Xgy

¢ & droite (resp. 2 gauche) en x. £ est alors appelé le nombre dérivé de f 2 droite (resp. 2 gauche) en xget on note fy'(xg) = ¢
(resp. £, (o) = ©).

Si f est dérivable 4 droite en a (resp. 4 gauche), la demi-droite d’équation y = f(xo) + (X - Xp) fq (x0)
(resp. v = f(xo) + (x - xo) f, (x¢)) s'appelle la demi-tangente 4 droite (resp. 4 gauche) a la courbe représentative de f

en ( X, f(x0)).

» La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s’annule pas) de deux fonctions dérivables en x, est derivable
€n Xo.

Si Fest dérivable en x, et si g est continue en f(xy), alors (g o f) est dérivable en x,.
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur 1. Si f est dérivable en x, et si f'(xq) # 0, alors fest dérivable en

f (X()) .

2. Fonctions dérivée

Soient [ un intervalle de R non réduit 4 un point et f une fonction définie sur 1.

= fest dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de I. Sa fonction dérivée est notée f* = df _ Dt

dx

w Si f est dérivable sur I alors f est continue sur L.



e OPTIMAL SUP-SPE

= Les fonctions polyndmes, rationnelles, circulaires, puissances, logarithmes, exponentielles sont dérivables sur leur

ensemble de définition sauf en 0 pour les fonctions puissance ccavec 0 < o < 1.

= La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s'annule pas) de deux fonctions dérivables sur I est dérivable
sur L.

Soient I et ] deux intervalles de R non réduits a un point tels que f(I) < J, f une fonction définie sur I et g une fonction
définie sur J. Si fest dérivable sur I et si g est dérivable sur J, alors (g o f) est dérivable sur L.

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I Si f est dérivable sur I et si Vxel, f'(x) = 0 alors £ est dérivable
sur f(1).

» Opérations sur les dérivées :

s (frg)=f+g,

« (M) =AF,

* (fg) =fg+gf,

. [ﬁ) _fg-gf
g g’

. (fn)’ — nfn-lf"
* gof) =(gohxf,
1

. _112_—“
© froft

s Dérivées des fonctions usuelles :

o
* YoeRi, VxeR, %dx;l = ox™!,

o
* Yoe R} Vxe R, d{dle = ox®1,

* VxeR =

. d(alx) _ 1
)T ;»

* Vxe R, (exp)'(x) = €,

X
°* Vae Ri, Vxe R, d@) - a*Ina,
dx
* VxeR, (sin) (x) = cosX,

* Vxe R, (cos) (x) = - sinx,

-v}nn[t'—ltz—l
xe '35 , (tan) () = X = —
* vxeR, (sh) (x) = chx,

* VxeR, (ch)' (x) = shx,

* VxeRY (th)(x) =

shx’
* vxe]-1, 1], (Arccos) (x) = - L 3
1-x°
o Ve -1, 1], (Arcsin) (%) = 11 .
-X"

1

* Vxe R, (Arctan) (x) = T

2

>4
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1

2

* Vxe]l, +oo[, (Argch)'(x) = ==

b

1

* vxe -1, 1[, (Argth) x) =

* VxeR, (Argsh) (x) =

1-x%

3. Fonctions de classe C"

Soient I un intervalle de R non réduit 2 un point et f une fonction définie sur L.

w Fonctions de classe C". Soit ne N. f est de classe C" sur I si f est dérivable n fois sur I et si sa dérivée n®™, notée

n
f) = S—f‘ est continue sur I. On note C(I), I'ensemble des fonctions de classe C" sur L.

XI)
Soit ne N*, Si fest de classe C* sur I alors fet f sont de classe C! sur [,

= Fonctions de classe C™,
f est de classe C (ou infiniment continue et dérivable) sur I si pour tout ne N, f est de classe C" sur I. On note C(D),
I'ensemble des fonctions de classe C° sur L.

x Les fonctions polyndmes, rationnelles, circulaires, puissances, logarithmes, exponentielles sont de classe C* sur leur
ensemble de définition sauf en 0 pour les fonctions puissance ccavec 0 < o < 1.

x Soit ne N*, La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s’annule pas) de deux fonctions de classe C" sur [ est
de classe C"sur L.
Soient ne N*, I et J deux intervalles de R non réduits 2 un point tels que {(I) < J, f une fonction définie sur I et g une

fonction définie sur J. Si fest de classe C" sur I et g est de classe C" sur J, alors (g o f) est de classe C" sur L.

n Formule de Leibniz. Soient ne N*, [ un intervalle de R non réduit a2 un point, f et g deux fonctions n fois dérivables sur

n

L.Ona:Vxel, (9" = X (E)f‘k)(x) gmMo(x).

k=0

ll. Théorémes de division

1. Extrema et sens de variation de fonctions dérivables

Soient I un intervalle de R non réduit a un point, I l'intervalle I privé de ses extrémités éventuelles, xye I et f une fonction
définie sur L.

u Extrema locaux de fonctions dérivables. fadmet un maximum (resp. minimum) local en Xy si :
Jo >0, Vxel, (]x -xo} <o = fx) =f(x)) (resp. f(x) = f(xy)).

f admet un extremum local (ou extremum) en x, si f admet un maximum local ou un minimum local en x,. f admet un
extremum global en x, si: Vxel, f(x) = f(xy) ou si: Vxel, f(x) = f(xy).

w Si f est dérivable sur I et admet un extremum local en x, et que xye I, alors f "(xg) = 0.

u Sens de variation de fonctions dérivables. Soit | I'intervalle [ privé de ses extrémités éventuelles et f une fonction
continue sur I et dérivable sur L
2 fest croissante sur I'si: Vxel, f'(x) 2 0,
afest décroissante sur I'si: Vxel, f'(x) <0,

a f est constante sur I'si : Vxe f, f'x) =0,

2 [ est strictement croissante sur I si et seulement si Vxel, f'(x) > 0, sauf éventuellement sur un ensemble de points ne
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contenant pas d'intervalle non réduit a un point,
a f est strictement décroissante sur I si et seulement si Vxe I, f'(x) < 0, sauf éventuellement sur un ensemble de points ne

contenant pas d’intervalle non réduit  un point.

2. Théoréme de Rolle. Théoréme et inégalités des accroissements finis

u Théoréme de Rolle. Soient 2 et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b|
telle que f(a) = f(b). Ona alors : 3ce]a, b[, f'(c) = 0.

N.B. : Le théoréme de Rolle ne s’étend pas aux fonctions  valeurs complexes.

u Théoréme (ou égalité, ou formule) des accroissements finis. Soient a et b deux réels tels que a < b et fune
fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. On a alors : 3ceJa, b[, f(b) - f(2) = b-2) f'(c).

n Inégalités des accroissements finis. Soient a et b deux réels tels que a <b.

- Soient M un réel positif ou nul et f une fonction continue sur [a, b} etdérivable sur Ja, b avec : Vte]a, bl, |f ’(t)‘ =M Ona;:
’f(b) - f(a)' < M(b - a), et plus généralement : V(x, y)& [a, b]*, }f(y) -f(x){ < M(y-x), Le. : f est M-lipschitzienne sur {a, b].
. Soient m et M deux réels tels que m < M et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ avec :
Viela, b m=f()<MOna: m= fl@%_g@l <M, et plus généralement : V(x, y)e [a, b)* /x 2y, m < K\%——?) =M

3. Théoréme de prolongement des fonctions de classe C! {ou théoréme de prolongement de la dérivée)

n Théoréme de prolongement des fonctions de classe C'. Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction
continue sur [a, b] et de classe C' sur ]a, b]. Si f” admet une limite finie en a, alors f est de classe C' sur [a, b}.

» Corollaire. Si lim f = oo, alors f n'est pas dérivable en x,.
+
'

a Théoréme de prolongement des fonctions de classe C* (a la limite du programme). Soient p un entier naturel
non nul, a et b deux réels tels que 2 < b et f une fonction continue sur [a, b] et de classe C sur ]a, b]. Si {® admet une limite
finie en a, alors [ est de classe C® sur [a, b].

Ces résultats peuvent étre étendus au cas ou a = -, et au cas ol la fonction présente un probléeme en b (oit be R ou
b=+w)etnonena

B. Convexité

Fonctions convexes

Soient I un intervaile de R non réduit 2 un point et f une fonction définie sur L.

1._Définitions
w Définition. f est convexe sur I'si: V(x, y)e I, vae [0, 1], f(Ax + (1-A)y) = M) + (1- V().

u Propriété. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2 et f une fonction convexe sur I. On a plus généralement

p p P
(inégalité de Jensen) : V(x) __el’, V(M) o € 0,1/ n=1f (Z kixi) = 3 M.
i=1 j=1 i=1

isi<p

u f est concave sur I si (-f) est convexe sur L.
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2. Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables

Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point et f une fonction deux fois dérivable sur L. Si : Ve If "(x) = 0, alors f est
convexe sur L.

3. Propriétés des fonctions convexes

Si f est une fonction de classe C' sur un intervalle I de R non réduit 4 un point, les propriétés suivantes sont équivalentes :
- fest convexe sur |,
— " est croissante sur I,
- sa courbe représentative est “au-dessus” de chacune de ses tangentes,

- sa courbe représentative est “en-dessous” de chacune des cordes qu’elle sous-tend.

C. Représentation graphique

l. Tangentes, éléments de symétrie et points d‘inflexion

1. Tangentes

Soient [ un intervalle de R non réduit 4 un point, f une fonction définie sur i, eta el

. Si f est dérivable en a, alors la courbe représentative de f admet une tangente en (a, f(a)), d’équation y = f'(2) (x - a) + f(a),

e X)) -f(a . - s o . .
St h_I_)l’l LLai—l = 100 OU si f est dérivable au voisinage de a avec lim f = ze, alors la courbe représentative de f admet une
X—>a X- a

tangente verticale en (a, f(a)).

2. Eléments de symétrie dans un repére orthogonal

= Symétrie axiale. Soient I un intervalle de R non réduit 2 un point, ac R et f une fonction définie sur I.
Si:vxel, (2a-x)elet: Vxel, f(2a - x) = f(x), alors la courbe représentative de f est symétrique par rapport a I'axe d’équation
X=4a.

w Symétrie centrale. Soient I un intervalle de R non réduit & un point, a et b deux réels et f une fonction définie sur L. Si,
pour tout xe I, (2a-x)elet: Vxel, f(2a-x) = 2b - f(x), alors la courbe représentative de f est symétrique par rapport au point
de coordonnées (a, b).

3. Points d‘inflexion

= Définition. Soient [ un intervalle de R non réduit 4 un point, a un élément de I, o un réel strictement positif tel que
Ja-o,a+ o cletfune fonction définie sur 1. i f est convexe sur Ja - o, a] (resp. sur [a, a + &) et concave sur {3, a + o
(resp. sur ]a - o, a]), alors la courbe représentative de f présente un point d'inflexion en (a, f(a)).

» Propriété. Soient I un intervalle de R non réduit 2 un point et une fonction de classe C* sur L. La courbe représentative
de f présente un point d'inflexion en (a, f(a)) si, et seulement si, f” s'annule en changeant de signe en a.
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ll. Branches infinies

Soit f une fonction, et 6y sa courbe représentative :

» Si lim f = o0 (be R), “radmet une asympiote verticale d'équation x = b.
bi
u Silim £ = b (be R), 6radmet une asympiote horizontale d'équation y = b.

u Silim f = oo,

+oo

*si ligl fx) _ o0, @y admet une branche parabolique verticale.
X0 X

® si ﬁglw f—(;(—Q = (), ¢; admet une branche parabolique horizontale.

*si ‘.Iiﬁlw f%l =2 (ae RY), il faut étudier la fonction x — f(x) - ax,

—si Xlig}w (f(x) - ax) = b (be R), la droite d’équation y = ax + b est asymptote a @y,

~si X_li)rg (f(x) - ax) = o0, @y admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax,

—six—> fx) etx — f(x) - ax n'ont pas de limite en zee, ¢; n’admet ni asymptote ni branche parabolique.
X

D. Fonctions a valeurs complexes

l. Fonctions usuelles

Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I a valeurs complexes (i.e. a valeurs dans une partie de C). On
définit sur I les fonctions e (f), 7 (f), ]f } et f par:

(e (6)( = 2e(f)
()00 = 7 (1)
el [t =)

ROEG)

N.B. : Les fonctions Re (f), 7 (f) et ’f ‘ sont des fonctions a valeurs réelles, et f est une fonction a valeurs complexes.

il. Limite, continuité

1. Limite en xo_(xo€ !}

Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point, x,e 1 et f une fonction définie sur [ a valeurs complexes (i.e. a valeurs
dans une partie de C).

s Limite en x; (xoel). f admet pour limite € (€ C) enxysi: Ve > 0, Ja > 0, Vxe @y, (1x -x(,} <o = \f(x) - (iI <egou
|£(x)- €| =€) (la notation | .| désignant ici le module et non la valeur absolue).

Onnote: €= lim f(x) =limf
X=Xy Xp
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u Propriété. f admet pour limite € (€e C) en x, si, et seulement s :

lim (R (D)9 = Re (0
Vxel, R .
Jim (7 (9)®) = (0

u Limite d’une fonction composée. Soient I et | deux intervalles de R non réduits 2 un point, g une fonction définie sur
I 2 valeurs réelles tels que g(I) < J et f une fonction définie sur J 4 valeurs complexes. Si lim g = € (€e R) et si lign f=¢
%

(€eC),alors : lim (fog) = €.
X0

2. Continuité en xo_ (X0 1)

Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point, xee I et f une fonction définie sur I a valeurs complexes (i.e. 2 valeurs
dans une partie de C).

n Définitions. f est continue en X, 5i : lim f(x) = (xy).
X=>Xgy

u Propriétés :
* fest continue en x, si, et seulement si, les fonctions Ze (£) et 2 (f) le sont.
* Le produit, la somme, le quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas) de deux fonctions 2 valeurs complexes continues

en x, est continue en X.

Soit g une fonction  valeurs réelles définie au voisinage de x,. Si g est continue en x, et si f est continue en g(xy), alors fa
fonction 2 valeurs complexes (f o g) est continue en X,.

'3. Confinuité sur un intervalle, opérations sur les fonctions continues

Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point, x. ! et f une fonction définie sur I a valeurs complexes (i.e. 4 valeurs
dans une partie de C).

u Définitions.
* fest continue sur [ si f est continue en tout point de L
* On note (1) 'ensemble des fonctions a valeurs complexes continues sur 1.
u Propriétés :
* Le produit, la somme, le quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas) de deux fonctions a valeurs complexes continues
sur I est continue sur .

* Soient [ et ] deux intervalles de R non réduits 4 un point, g une fonction définie sur [ 4 valeurs réelles tels que g(I) < Jet f

une fonction définie sur J a valeurs complexes. Si g est continue sur [ et si f est continue sur J, alors la fonction a valeurs
complexes (fo g) est continue sur L.

lll. Fonctions bornées

Soient I un intervalle de R et f une fonction a valeurs complexes définie sur 1.

* fest bornée sur I'si: IMe R" / Vxel, ]f(x)‘ =M

* Soit xye I Si fadmet une limite en xq, alors { est bornée au voisinage de x,.
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IV. Dérivation

Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point, xee I et f une fonction définie sur I & valeurs complexes.

1. Dérivabilité en xg_{xoc I}

n Définition. f est dérivable en x, si la fonction définie sur IN{Xo} par : x > fﬁ%@ admet une limite €e C. € alors
T AQ

appelé le nombre dérivé de f en xpet on note f'(xg) = c%f( (x0) = Dy(xo) = €. Il existe alors une fonction ¢ de limite nulle en x,

telle que au voisinage de Xy : f(x) = f(xo) + (X - X0)€ + (X - X0) £(X).

n Propriété. f est dérivable en x, si, et seulement si, les fonctions e (f) et % (f) le sont, et 'on a alors :

Fo) = (Be () (x0) + 1 (7 (6) (x0).

2. Dérivabilité sur un intervalle, opération sur les fonctions dérivables

u f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de L.

a Propriétés :
* Le produit, la somme, le quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de deux fonctions a valeurs complexes derivables

sur | est dérivable sur 1.

» Soient I et J deux intervalles de R non réduits 4 un point, g une fonction définie sur I a valeurs réelles tels que g(I) < Jet f

une fonction définie sur J 4 valeurs complexes. Si g est dérivable sur I et si f est dérivable sur J, alors la fonction a valeurs
complexes (f o g) est dérivable sur L.

n Opérations sur les dérivées. Soient I un intervalle de R non réduit a un point, f et g deux fonctions définies sur 12
valeurs complexes. Ona

e (frg)=f+g,

s (M) =2f,

*(fg)=fg+gf
g g

. (fn)’ — nfn-lf’]
* Soit J un intervalle de R non réduit 4 un point et g une fonction définie sur I a valeurs réelles tels que g(I) < J. Si g est
dérivable sur I et A valeurs dans ] et si f est dérivable sur J, alors la fonction a valeurs complexes (f o g) est dérivable sur ], et :

(f() g), = (fyog) Xg’.

u Caractérisation des fonctions constantes. f est constante sur 1 si, et seulement si : Vxel, f'(x) = 0.

3. Fonctions de classe C°

s Fonctions de classe C". Soit ne N. { est de classe C" sur I si f est dérivable n fois sur [ et si sa dérivée n°™, notée
1

fi) = d_x'f‘ est continue sur I. On note C"(T), lensemble des fonctions de classe C" sur L.
Soit ne N*, Si fest de classe C" sur I alors fet f* sont de classe C! sur L.
» Fonctions de classe C™,

f est de classe C* (ou infiniment continue et dérivable) sur I si pour tout ne N, f est de classe C" sur 1. On note C™(I),
ensembie des fonctions de classe C™ sur L.
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x Propriétés :
* Le produit, la somme, le quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de deux fonctions a valeurs complexes de classe C*
sur [ est dérivable sur L.
* Soient I et ] deux intervalles de R non réduits 2 un point, g une fonction définie sur I 4 valeurs réelles tels que g(l) < Jet f

une fonction définie sur J a valeurs complexes. Si g est de classe C" sur I et si f est de classe C* sur J, alors la fonction a valeurs
complexes (f o g) est de classe C* sur I.

a Formule de Leibniz. Soient ne N* f et g deux fonctions n fois dérivables sur I a valeurs complexes. Alors fg est n fois

dérivable sur T et on a : Wxel, (fg)V(x) = 2, (E)W(x) g"0(x).

k=0

4, Inéqalité des accroissements finis

= Soit (2, b)e [}, avec a < b. Si fest de classe C' sur [a, b, alors f” est bornée sur [a, b], etona: ‘f(b) - f(a)l < sup‘ f’i (b-a).
[a,b]

N.B. : Le théoreme (ou formule, ou égalité) des accroissements finis ainsi que le théoréme de Rolle ne s'étendent pas aux
fonctions 4 valeurs complexes.

E. Programme officiel

Hors programme :

- Théoreme de prolongement des fonctions de classe CP avec p = 2.

A la limite du programme :

- Fonction de classe C' par morceaux.

- Les dérivées des fonctions Argeh, Argsh et Argth.



