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Dans tout le cours, E désigne un ensemble quelconque.

. Généralités

L I-E ,
= Soient nye N et I 'ensemble [ny, + o [. On appelle suite d’éléments de E, toute application u : 0o Uy = u(n) ’ notée
n

(Un),; OU (Uy) OU L

= On appelle suite réelle (resp. complexe) toute suite d'élements de R (resp. de C).

m Soit (uy),,y une suite reelle,
- U est majorée si: IMe R, Vne N, u, = M. M est alors un majorant de cette suite,
. u est minorée si: Ame R, Yne N, u, = m. m est alors un minorant de cette suite,

- u est bornée si u est a la fois majorée et minorée.

w Soit (Un)ne
. uest bornée si : IMe R, Vne N, 1“"1 <M.

p Une suite complexe,

n Soit (U,),.py UnE suite réelle,
- u est croissante (resp. strictement croissante) si : Vne N, Uy = U, (resp. si: Yne N, uy+ > uy),
- u est décroissante (resp. strictement décroissante) si: Vne N, Uy < u, (resp. si: Vne N, uyey < uy),

- u est monotone (resp. strictement monotone) si u est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement
décroissante),
. U est constante si : Joe R, VneN, u, = «,

. u est stationnaire si : Ange N, Vn = ny, u, = U,

= Soit u une suite complexe. On définit les suites Ze (1), 7 (u), ]u‘ etupar:
(e (1)), = Re(uy)

(7m (U))“ = e (Uy)
.VHGN’ 'U‘nzlunl

Up =4,

Remarquie : Les suites Be (u), 7 (u) et Tuf sont des suites réelles, et u est une suite complexe.

Il. Convergence et divergence d’'une suite

1. Définitions

= Soit u une suite réelle. u est une suite convergente si : 3€e R, Ve > 0, Anie N, Vn = ny, |u,, - 63 <e(ou ]un -¢ ' <eg).
¢ est alors 'unique limite de u et onnote : € = limu ou: € = ' l_igl u, (on dit que u converge ou tend vers £).
I o0

» Extension au cas des suites complexes. Soit u une suite complexe, u est une suite convergente si : 3€e C, Ve > 0,
31’1“& N, vn = Ny,

{
Uy - 6! <e(ouju,-¢ ] < ¢) (la notation | .| désignant ici le module et non la valeur absolue). € est alors
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I'unique limite de uetonnote : € =limu ou: €= nirgw u, (on dit que u converge ou tend vers €). Onaalors :

nliglm (Be(u) = Re(f)

Jim u=¢£ e y ot
lim (e () = 7 (6)

= Une suite réelle ou complexe qui n'est pas convergente est dite divergente (une suite divergente tend vers £eo ou n’a
pas de limite).

a Limites infinies (limites dans R). Soit u une suite réelle,
. u tend vers +o0 8i : VAe R, Inge N, Vn = ng, u, > A,

- u tend vers - 5i 1 VAe RE, 3nge N, Vn = ng, u, <-A.

2. Théorémes de convergence
a Tout réel est limite d’une suite de rationnels.

a Soient u une suite réelle convergente de limite € (¢ R), a et b deux réels tels que a < € <b. On a alors :

IneN,vnznga<u,<b.

a Théoreme de la limite monotone. Toute suite réelle croissante a partir d’un certain rang et majorée (resp.
décroissante 2 partir d’un certain rang et minorée) converge, et I'on a alors : ngqu Up = SUP Uy (resp. inr{J Uy).
o ner ne

= Toute suite croissante (2 partir d’un certain rang) et non majorée tend vers +co et toute suite décroissante (2 partir d'un
certain rang) et non minorée tend vers -o.

u Soient [ un intervalle de R non réduit 2 un point, u une suite réelle d’éléments de I qui tend vers une limite o (o R) et

f une fonction définie sur I, admettant une limite € (¢ R) en a. La suite (f(uy)), tend vers €.

= Soient I un intervalle de R non réduit 4 un point, f une fonction définie sur I telle que f(I) = Tet (uy), o la suite réelle
définie par uye !l et par la relation de récurrence : Vne N, uy4q = f(uy). Si (u,),.n converge de limite € et si € appartienta 1

(ou est une borne de I) et si f est continue en € (resp. admet une limite finie en €), alors € est solution de I'équation x = f(x)
(resp. € = lirn( f(x)). Si €€, on dit alors que € est un point fixe de f.
X—¢€

u Prolongement des inégalités (passage a la limite dans des inégalités).

Soient u et v deux suites réelles telles que : Inye N, Vn = ng, u, = v,

- Si u et v sont convergentes, alors : lim u, = lim v,
n—s+eo n—>+oo

- Si l_i)ng v, = o0, alors : ligg Uy = -o0,
n 0 n 00

. Si grgrl U, = +oo, alors : lgng Vy = +oo,
I °o H 00

u Existence d’une limite par encadrement (dit “théoréme de U'encadrement”).

Soient u, v et w trois suites réelles telles que u et w soient convergentes de limite € (€ R). Si il existe un rang nye N tel
que : Vn = ng, U, < v, < w,, alors v converge de limite €.

Conséquence : le produit d’une suite réelle bornée et d’une suite réelle de limite nulle est une suite réelle de limite nulle.

3. Suites_adjacentes

» Deux suites réelles u et v sont dites adjacentes si 'une est croissante, l'autre décroissante et si : nﬁg} (Up-vy) =0.

= Par extension, on dira que deux suites réelles u et v sont adjacentes 4 partir d'un certain rang si 'une est croissante a
partir d’un certain rang, si 'autre est décroissante a partir d’un certain rang et si : . E)n; (uy-vy) =0.
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» Propriété. Deux suites adjacentes (ou adjacentes 2 partir d’un certain rang) convergent et admettent la méme limite.

4. Svites extraites

» Soient u et v deux suites d’éléments de E. On dit que v est une suite extraite de la suite u 'il existe une application ¢
definie sur N, 4 valeurs dans N et strictement croissante, telle que : Vne N, v, = Ugq).

n Propriétés. Soit u une suite réelle. Si u est convergente de limite € (€& R), alors toute suite extraite de u est
convergente de limite €. Si u diverge vers + e (resp. - «), alors toute suite extraite de u diverge vers + « (resp. - <),

Conséquence : Si deux suites extraites de u admettent deux limites différentes, ou si une suite extraite de u n'a pas de
limite, alors la suite u n’a pas de limite.

5. Suites de Cauchy

n Définition. Soit u une suite réelle ou complexe. On dit que u est une suite de Cauchy si:

.Ve>0, IneN, Vo = ng, Vm 2 ng, {Up, - unl <e(ou 'um . un{ < g), ou, ce qui est équivalent :

- Ve >0, dngeN, Vo = ny, VpeN, Iu,,+l,~u,,$ <e(ou ’u,,+l,-ul,| <g).
u Propriétés.
- Toute suite réelle ou complexe qui est une suite de Cauchy est bornée.

- Soit u une suite réelle ou complexe. u est une suite convergente si, et seulement si; u est une suite de Cauchy.

n Cas des suites complexes. Soit u une suite complexe. u est une suite de Cauchy si, et seulement si, les suites réelles
Ze() et 7#(u) sont des suites de Cauchy.

6. Théoréme des segments emboités
w Définitions.

- Soient (a, b)e R? tels que a < b. On appelle longueur du segment [a, b], et on note : £([a, b}), le nombre : b -a
- Soit (Iy)ne v une suite de parties de R. On dit que les parties I, (ne N) sont emboitées si : Vne N, L. <,

= Théoréme des segments emboités. Soit (I,),cn une suite de segments emboités et non vides. Si la suite (€(1,))nen
converge vers 0, alors : Jae R/ 1 [, = {o}.

nely

7. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit u une suite bornée réelle ou complexe. Alors il existe une suite v extraite de u convergente.

lll. Comparaison de suites

1. Suite négligeable devant une autre

(Un), py €St négligeable devant (v,), ., €t on note : u, =o(v,), s'il existe une suite (g,) ., convergente de limite nulle et
un rang ny tels que : Vn = ng, U, = g,v,.

Si:3nyeN/Vn = ny, v, # 0, alors u est négligeable devant v si, et seulement si ii)n; =g,
! *° Vll

Propriétés : Siu,=o(v,) et si w, =o(t,), alors :
+ UpyWp=o (Vn tn),
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. VPE N*: l'lnp =0 (Vnp);
w,#0

JUa o (Vij (sidneeN, Vn = ny, {t #0 )
it

tn Wl]

Exemples usuels :
.Sia < B, n%*=o0(nP),
.Sio> 0 (et BeR), (Inn)P=0(n%),
.Sia>1 (et aeR), n%*=0(a"),
Si[a| < |bf, =0 (b",
- Vxe R, x"=o(n!).

2. Suite dominée par une autre

(Up),c py €St dominée par (vy),ep, €t O note: u, =0 (v,), s'il existe une suite (o), .y bornée et un rang ny tels que :
vn =z Ng, Uy = Oy Vy

Up

Si:3ngeN/Vn = ny, v, =0, alors u est dominée par v si, et seulement si, la suite ( ) est bornée.

n

Propriétés : Si, au voisinage de Xo: Un=0(v,) et w,=0(ty), alors :
S U,W,= O(Vn [n> )

* VpeN* u,L=0(v,").

3. Svites équivalentes
w Définition. (u,) _p €t (Vi) SONt équivalentes, et on note : u, ~ vy, s'il existe une suite (), convergente de limite
1 et un rang ng tels que : Vo = ny, u, = h, v,

. . , . .U
Si:Jnye N/ Vn = ng, v, = 0, alors u et v sont équivalentes si, et seulement si : ngrg £ =1,

n

wSiu, ~vyetsi irgrl U, = £ (€e R ou £ = *o0), alors ni@ v, = € : deux suites équivalentes ont méme limite (si celle-ci
n oo 0
existe).

Bl, ~V, & U, =Vyto (Vn>~
a Si u, ~ v, alors il existe un entier nge N tel que pour tout n = ny, u, et v, soient de méme signe.

Propriétés : Siu, ~ v, et si w, ~ t, alors :
» Uy Wy ~ Vi by,
- Vpe N*, u,” ~ v,” et si u et v ne sannulent pas 2 partir d’un certain rang : Vpe Z*, u,? ~ v,?,
u v w,#0
e (Sl 3[1()6 N, vn z Ny, )
W, & %0
Exemples usuels: $i lim v, =0,ona:
n-—>+oo
» sin{u,) ~ Uy,
0.2
. cos(uy) - 1~- ~7“—,
- tan(u,) ~ un,,

u
. chu, -1 ~—-;‘—,

- sh () ~ uy,
- th (uy) ~ u,,

« Arcsin u, ~ Uy,
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- Arctan u, ~ U,
- Argsh u, ~ u,,
- Argth u, ~ uy,

- Argch (1+u,) ~ V2u,,
. 11’1(1 + un) = Uy,

el 1~uy,
L+ u)®-1~ou, (ceR),

])
-SiP =Y a.X* (avec a, = 0), alors : P(n) ~ a,0".
k=0

IV. Suites usuelles

1. Suites arithmétiques

= Soit u une suite réelle ou complexe. u est une suite arithmétique si : Ire €, Vne N, vy = u, + . On a alors :
2 —
* V(l’l, P)G N y U = Up + (ﬂ - P)f,

- VneN, y, = uy + nr,

k=0

a Soit u une suite réelle ou complexe. u est arithmétique si, et seulement si : Vae N, U, + Uyy = U541

= Soient (a, b, ¢)e R?. On dit que a, b et ¢ sont en progression arithmétique s'il existe une suite réelle u arithmétique et un
entier ng tels que : u, =2, Uy =betu, . =c :

= Soient (a, b, ©)e R’ a, b et ¢ sont en progression arithmétique si, et seulement si : a + ¢ = 2b.

2. Suites géométriques

= Soit u une suite réelle ou complexe. u est une suite géométrique si : Ige C, Vne N, v+ = qu,,. On a alors :
-Y(n, p)eN, p = n,u, = q"Py,
- VneN, u, = q'u,,

(n+1)ug sig=1

n

— n+l
.VneN, Y u= u()(l-g j siq# 1

k=0 1-q
“ 1- n+1
Sig=10na:VvneN, Y ¢ = —1qq—
k=0 -

u Soit u une suite réelle ou complexe. u est géométrique si, et seulement si : Vne N, U, Upez = Upar’.

= Soient (3, b, ©)e R*. On dit que a, b et ¢ sont en progression géométrique s'il existe une suite réelle u géométrique et un
entier ny tels que : Uy, = a, Uy = b et uy 2 =C.

= Soient (3, b, ©)e R’. a, b et ¢ sont en progression géométrique si, et seulement si : ac = b,
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3. Suites arithmético-qgéométriques

u est une suite arithmético-géométrique si : 3(a, b)e C* a= letb =0, VneN, uy+; = au, + b. En définissant ¢ par :

c=ac+b(e:c= -l—b—a), onaalors
Y@, p)eN? p=n,u, = (u,-Q)a" + ¢,

-VneN, u, = (y-ca"+c.

4. Suites réelles vérifiant une relation linéaire de récurrence d’ordre 2

Soient (a, b)e R* x R et u la suite définie par les réels uy, u; et par la relation de récurrence : Vne N, Uy+; = aUgs1 + buy,.
L'équation caractéristique de la suite u est (E) : x*-ax-b = 0 et admet A = a* + 4b pour discriminant. Trois cas se

présentent :

. Si A >0, alors (E) admet deux racines réelles distinctes x; et x;, et : I(A, we R?, Vne N, u, = Ax;" + px,",
. Si A =0, alors (E) admet une racine double x,, et : I(A, e R?, Ve N, u, = (A + po)x,",
. Si A < 0, alors (E) admet deux racines complexes conjuguées re® et re® et :

(A, We R VneN, u, = (Acos(n8) + pusin(ng)) .

Remarque : dans chacun de ces cas, un tel couple (A, 1) est unique.

5. Suites complexes vérifiant une relation linéaire de récurrence d’‘ordre 2

Soient (a, bye C*x C et (uy), 12 suite définie par les nombres complexes uy, u; et par la relation de récurrence :
vne N, Uy, = Uy + bu,. L'équation caractéristique de la suite u est (E) : x* - ax - b = 0 et admet A pour discriminant. Deux

cas se présentent :
. Si A = 0, alors (E) admet deux racines distinctes x; et x,, et : 3(A, p)e C%, Vne N, u, = Ax" + ux",

. Si A =0, alors (E) admet une racine double x,, et : I(A, w)e C%, Vne N, u, = (A + pn)x,".

Remarque : dans chacun de ces cas, un tel couple (A, 1) est unique.

6. Sommes de Riemann

Soient (a, b)e R* tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b]. On appelle sommes de Riemann (de pas régulier)

associées a f, les suites (sy),¢ = €t (Sn) e pye définies par :

b -
Pour tout ne N*, s, et S, constituent des valeurs approchées de f f(t)dea Qn_ﬂ lf(b) - f(a)i pres,etona:
a

lim_s,= lim_S,= [ f@t

n—>+oo n—>+teo
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V. Programme officiel

Hors programme :

o vkeN, (E) - o

n—»+w IJ
* lim (1 + l)n.
n—y+o n
n 1
* ¥ = ~ lIn(n).

=1 k note
* Suites récurrentes linéaires d'ordre supérieur ou égal 2 3.

¢ Théoreme de Cesaro.

A la limite du programme :

* Toute suite croissante (Uy), . convergeant vers ¢ vérifie : Vne N, u, < €.

* Composition d’équivalents (vérifiant les hypotheses).

* Lien entre les monotonies de la fonction f et de la suite (u,), ., lorsque : Yne N, uy+y = f(uy).
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_Fiche méthodologique

Dans toute la fiche méthodologique, les suites considérées sont des suites numériques a valeurs dans i, ou i< = R ou C,
et ny désigne un entier nature! fixé.

0. Apprendre et comprendre son cours

Notation : il y a deux fagons de noter une suite. On peut écrire :
—la suite u,

— la suite (up), ., OU éventuellement [a suite (uy,).

Attention 4 ne pas écrire : «la suite u, », car u, ne désigne pas une suite, mais le terme général de la suite u, de rang n.

I. Expliciter le terme général d’une suite

1. il s’agit d’'une suite classique ou d‘une combinaison simple de suites classiques

Pour déterminer une expression du terme général d'une suite u, on peut dans un premier temps chercher a se ramener, 4
I'aide d’opérations simples (somme, produit, quotient, application d’une fonction usuelle comme In par exemple), 2 une suite
classique :

- suite arithmétique,

- suite géométrique,

- suite arithmético-géométrique,

~ suite récurrente linéaire d’ordre 2.

I Voir les exercices Suites usuelles , Les incontournables .

2. S’il s’agit d‘une suite vérifiant une relation de la forme v, = u, + fln)

Précisons tout d'abord ce qu'il ne faut pas faire : dire que u est une suite arithmétique. En effet, a priord, la quantité f(n)
n'est pas indépendante de n.

Pour expliciter le terme général d’une suite vérifiant une équation de la forme : ¥n = ny, Uy = u, + f(n), ou fest une
fonction a valeurs dans I, on peut successivement :

— former, pour tout entier k = n, - 1, la différence uy; - uy (on obtient alors : vk = ny- 1, ug - uy = f(k)),

— pour tout entier n = n,, sommer la relation ainsi obtenue pour k allant de ny-12an-1 (ce qui permet d’obtenir ainsi :
n-1
vn z Ng, Uy - uno-l = Z f(k)))
k=ng-1
n-1
— conclure en ajoutant u,,; membre 2 membre (on conclut ainsi : Vn = ng, uy = X, £(K) + u,0).
k=ny-1

3. §'il s'agit d'une suite vérifiant une relation de la forme u,,; = au, + fin)

Précisons tout d’abord ce gu'il ne faut pas faire : invoquer les résultats du cours sur les suites arithmético-géométriques. En
effet, a priori, la quantité f(n) n’est pas indépendante de n et u n’est donc pas arithmético-géométrique.
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Pour expliciter le terme général d’une suite vérifiant une équation de la forme : Vn = ng, uy+1 = au, + f(n), ou f est une
fonction 4 valeurs dans I non constante sur [ng, + «],et o ae K, l'idée 2 mettre en ceuvre est de se ramener a une suite
plus simple, par exemple 4 une suite de la forme du paragraphe précédent (voir point 1.2 ci-dessus). Pour cela, on peut
successivement :

- . ; T u u,  fn)
— diviser, pour tout n = ny, la relation de récurrence par a™*' # 0 (on obtient ainsi : ¥ = ng, ~57 = L+~
a d

— appliquer la méthode précédente (voir point 1.2 ci-dessus) 2 la suite (%} , ce qui permet d’en déterminer le terme
nzng

général,

— conclure en multipliant le résultat obtenu par a® (n = ny).

4. S'il s'aait d'une suite vérifiant une relation de la forme up,1 = nu, +b, ou plus généralement v,y = nu, +f(n)
+ 11k 2 N

Rappelons de nouveau ce qu'il ne faut pas faire : invoquer les résultats du cours sur les suites arithmético-géométriques. En
effet, ici le facteur n devant u, n'est pas une constante et u n'est donc pas arithmético-géométrique.

Pour expliciter le terme général d'une suite vérifiant une équation de la forme : Vn = ny, U+ = nu, + f(n), ou f est une
fonction 2 valeurs dans I et ol ae IK¥, Iidée est de nouveau de se ramener a une suite plus simple, et plus précisément 4 une
suite de la forme du paragraphe L2 ci-dessus. Pour cela, on peut successivement :

o . , . o u u f(n
~ diviser, pour tout n = ny, la relation de récurrence parn ! = 0 (on obtient ainsi : Vn = ny, I‘}‘—}” = (l’l—li)—'- + %},

— appliquer la méthode du point I.2 ci-dessus a la suite ( (nunl) ‘j , ce qui permet de déterminer son terme général,
nzng

~ conclure en multipliant le résultat obtenu par (n-1)! (n= ny).

5. il s‘agit d‘une suite vérifiant une relation de la forme un,;_= anu, +b, ou plus généralement
Uns1 = anu, +1(n)

Rappelons une derniére fois ce qu'il ne faut pas faire : invoquer les résultats du cours sur les suites arithmético-
géométriques. En effet, ici le facteur an devant u, n’est pas une constante et u n’est donc pas arithmético-géomeétrique.

Pour expliciter le terme général d'une suite vérifiant une équation de la forme : ¥n = ny, Uys1 = nu, + f(n), ot fest une
fonction 2 valeurs dans K et ol ae ¥, l'idée est de combiner les méthodes des points 1.2, 1.3 et 1.4 ci-dessus. Pour cela, on
peut successivement :

~ diviser, pour tout n = n,, la relation de récurrence par a™'(n !) # 0 (on obtient ainsi pour tout entier naturel n = ny :
Upsel Uy f(n) )
?

= +
"t a'(n-1) 0 a"'n!

4

~ appliquer la méthode du point 1.2 ci-dessus a la suite (a“ tn

Wj , ce qui permet de déterminer son terme général,
‘/nzng

- conclure en multipliant le résultat obtenu par a*(n-1)! (n = ny).

6. S'il s'agit d'une suite définie a l‘aide d’'une somme et faisant intervenir des fonctions trigonométriques

Pour déterminer le terme général d’une suite définie 4 l'aide d'une somme et faisant intervenir des fonctions
trigonométriques, il peut étre utile d'utiliser les propriétés des nombres complexes, en reconnaissant la partie réelle ou la
partie imaginaire d’une exponentielle complexe (voir la fiche méthodologique du chapitre “Nombres complexes’).

7. En effectuant un raisonnement par récurrence

Pour déterminer une expression du terme général d’une suite que I'on ne parvient pas a exprimer a I'aide de suites
classiques, on peut :
— si le résultat est donné dans 'énoncé, le démontrer par récurrence (récurrence simple si la suite u est définie par une

relation de récurrence simple, récurrence double si la suite u est définie par une relation de récurrence double ; récurrence
forte si les termes de la suite sont définies par récurrence en fonction de tous les termes précédents, voir chapitre
“Préliminaires” pour les différents types de raisonnements par récurrence),

— si le résultat n’est pas donné dans I’énoncé, conjecturer une forme générale a l'aide du calcul des premiers termes de la
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suite, puis démontrer le résultat a I'aide d’une récurrence en bonne et due forme.

g Voir 'exercice Les incontounables .

8. En utilisation une caractérisation d’une suite

Pour déterminer une expression du terme général d'une suite u que l'on ne parvient pas 4 exprimer 4 I'aide des méthodes
précédentes, on peut utiliser une caractérisation de cette suite, si une telle caractérisation a été démontrée. Ainsi, s'il existe
une seule suite v vérifiant un certain nombre de propriétés, alors pour montrer que u est égale 4 v, il suffit de montrer que u
vérifie toutes les propriétés caractéristiques de v.

Py

9. En se ramenant & une suite annexe déjd étudiée précédemment

Pour déterminer une expression du terme général d’une suite u que I'on ne parvient pas 4 exprimer 4 l'aide des méthodes
précédentes, on peut le plus souvent se ramener a une autre suite précédemment étudiée dans I'énoncé ; ou 2 l'inverse
introcluire 4 partir de u une suite v vérifiant des relations plus simples, a I'image des suites introduites dans les points 1.2, 1.3,
1.4 et 1.5 ci-dessus.

Il. Montrer qu’une suite est majorée, minorée, bornée, périodique,
stationnaire, déterminer sa borne supérieure, inférieure

Attention : les notions de suite (numérique) “majorée” et de suite (numérique) “minorée” ne s'appliquent qu’aux suites
réelles (C n'étant pas un ensemble totalement ordonné, voir chapitre “Préliminaires’).

1. Monirer qu‘une suite réelle est {ou n‘est pas) majorée, minorée et déterminer le cas échéant sa borne
supérieure, inférieure

Attention tout d’abord 4 ne pas confondre "majorant”, “borne supérieure” et "maximum’. Tout d’abord, il n’y a pas unicité
du majorant : on parle donc "d’un” majorant et non “du” majorant. Une suite admet une borne supérieure si elle admet un
majorant ; la borne supérieure est alors unique et c’est le plus petit majorant de la suite. Cette borne supérieure peut étre
atteinte (auquel cas la borne supérieure est également appelée “maximum” de la suite), mais elle peut aussi ne pas étre
atteinte : dans ce dernier cas, la suite admet une borne supérieure mais pas de maximum. Le soin est laissé au lecteur de
remplacer dans ces explications les mots ‘majorant’, "borne supérieure” et “maximum” par les mots “minorant’, "borne
inférieure” et "minimum’”. Précisons enfin que toutes ces notions et explications peuvent s’étendre aux fonctions numériques
définies sur un intervalle non réduit a un point.

Pour montrer qu'une suite réelle u est majorée (resp. minorée), le cas échéant a partir d'un certain rang, on peut :
a se ramener 2 la définition, en exhibant un majorant et en veillant a ce que le majorant considéré soit indépendant de n,
= mMontrer que u est convergente et croissante (resp. décroissante) a partir d’un certain rang (u étant alors majorée (resp.
minorée), 4 partir de ce rang, par sa limite).

Pour déterminer la borne supérieure (resp. inférieure) d’une suite réelle u, on peut :

u se ramener 4 la définition, en exhibant un majorant (resp. minorant) et en veillant a ce que le majorant (resp. minorant)
considéré soit indépendant de n, puis en montrant que ce majorant {resp. minorant) est le plus petit (resp. le plus grand)
possible en raisonnant par 'absurde,

= si u est définie comme combinaison simple de plusieurs suites, utiliser les propriétés de Popérateur sup (resp. inf) en les
redémontrant car elles ne font pas partie du cours (voir chapitre “Préliminaires ).

Pour montrer qu’une suite u n’est pas majorée (resp. minorée), on peut raisonner par I'absurde : en la supposant majorée
(resp. minorée), considérer sa borne supérieure (resp. inférieure) et exhiber un terme de cette suite supérieure (resp.
inférieur) a cette borne.

= Voir l'exercice Etude générale de suite .

2. Montrer qu‘une suite est bornée

Pour montrer qu'une suite u est bornée, le cas échéant a partir d'un certain rang, on peut :
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u montrer que u est convergente (toute suite convergente étant bornée),
m 5'il s'agit d’une suite réelle, montrer que u est minorée et majorée a partir d’un certain rang,

a 'l s’agit d'une suite réelle, montrer que la suite M est majorée (la notation } .
I1.1 ci-dessus,

désignant ici la valeur absolue) : voir point

= 5'il s"agit d’'une suite complexe non réelle, montrer que la suite réelle ]u! est majorée (la notation H désignant ici le
module), par exemple en montrant que les deux suites réelles réelles Re(u) et %s(u) sont majorées (voir point IL.1 ci-dessus).

05 Voir exercice “Suites récurrentes linéaires d’ordre p”.

3. Montrer qu'une suite est périodique
Pour montrer qu’une suite u est périodique, le cas échéant a partir d'un certain rang ny, on peut :

= se ramener a la définition en exhibant un entier naturel p non nul tel que : Vn = ny, u,+, = U, (en prenant soin de ne parler
de “la” période de la suite que si la période obtenue est la plus petite des périodes possibles),

u s'il s’agit d’'une somme de plusieurs suites périodiques, considérer la somme des périodes de ces suites (qui est alors une
période de u, A savoir démontrer),

m 5'il sagit d’un produit de plusieurs suites périodiques, considérer le produit des périodes de ces suites (qui est alors une
période de u).

En outre, il peut arriver que pour comparer des périodes d’'une méme suite (afin de déterminer ‘la” période d’une suite), il
s'avere utile de faire apparaitre certaines divisions euclidiennes d’entiers.

4. Montrer qu‘une suite est (ou n‘est pas) stationnaire

Pour montrer qu’une suite u est (ou n’est pas) stationnaire, on peut :

u se ramener 4 la définition en montrant que u est constante a partir d’un certain rang,

u procéder par I'absurde, éventuellement en invoquant le fait que toute suite stationnaire converge, la réciproque étant
fausse.

ll. Calculer une somme, un produit de termes d’une suite

Dans cette section, on considere uniquement des sommes partielles ou des produits partiels. Pour calculer une somme ou
un produit d’une infinité de termes d’une suite, voir le chapitre “Séries” (hors-programme en premiére année).

1. Calculer une somme de termes d‘une suite

Pour déteminer une somme (partielle) de termes d’une suite, on peut :

m déterminer une expression du terme général de cette suite (voir point I ci-dessus), puis sommer ['expression obtenue,

m Se ramener aux résultats du cours sur les sommes des termes d’une suite arithmétique ou géométrique (en distinguant, dans
ce dernier cas, suivant que la raison est égale 4 1 ou non _ce qui, dans le cadre d'une suite complexe non réelle, implique

généralement de considérer le lieu de son argument modulo 2r) voir fiche méthodologique ‘Nombres Complexes |

~ si la suite s'écrit sous forme de quotient, envisager une décomposition en éléments simples (voir le chapitre “Fractions
rationnelles ), puis faire apparaitre une somme de termes dont la plupart s'éliminent detix 4 deus,

m s'il s’agit d’une suite complexe non réelle, se ramener aux méthodes décrites dans la fiche méthodologique “Nombres
complexes’.

IS Voir les exercices “Suites usuelles”, “Suites définies 3 I'aide d’une somme”, “Suite et partie entiere”.

2. Calculer un produit, ou une puissance, de termes d’une suite

Pour déteminer un produit (partiel) ou une puissance de termes d’une suite, on peut :
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u déterminer une expression du terme général de cette suite (voir point I ci-dessus), puis effectuer le produit de I'expression
obtenue ou passer I'expression obtenue & l'exposant considéré,

w si chacun des termes du produit ou sous I'exposant est positif, lui appliquer la fonction In (le logarithme népérien d’un
produit de réels strictement positifs étant égal a la somme des logarithmes de ces réels), ce qui permet de transformer le
produit, ou la puissance, en somme, puis se ramener au point IIL.1 ci-dessus.

= Voir l'exercice “Les incontournables”.

Déterminer la monotonie éventuelle d’une suite réelle u

Attention : de méme que pour les notions de “majorant” ou de “minorant’, les notions de suite (numérique) “croissante”
ou “décroissante” ne s’appliquent qu'aux suites réelles (C n’étant pas un ensemble totalement ordonné, voir chapitre
“Préliminaires’).

1. En comparant deux termes successifs de la suite

Pour montrer qu’une suite réelle u est croissante (resp. décroissante) a partir d'un certain rang ny, on peut :

= majorer (resp. minorer) directement, pour tout entier n = ny, Uy+; €n essayant de faire apparaitre u,,
a montrer que : Vn = Ny, Uy - Uy = 0 (Tesp. que : Vi = ng, Uy+ - Uy = 0), méthode particuliérement intéressante si u s'écrit
sous forme de somme, et ne nécessitant par ailleurs aucune hypothése sur u,

‘ \ s u u .
= Si U est A termes positifs 4 partir du rang ny, montrer que : Vn = np, —21 = 1 (resp. que:Vn=ny, 2 < 1} méthode
u u

n i3
particulierement intéressante pour les suites faisant intervenir des produits, des quotients, des puissances et des factorielles,
ce qui permet en général de nombreuses simplifications),

= si U est A termes négatifs & partir du rang ny, appliquer la méthode précédente en inversant les inégalités (attention en

\ ST ) . U A 3o
effet 4 ne pas négliger ce cas : lorsque u, est négatif, ¥n = ng, =2 = 1 entraine : ¥n = ny, Uy < U, (et non linverse), et u
] ) '+ H
n

est alors décroissante),

» utiliser un raisonnement par équivalence (méthode particuliérement intéressante lorsque ni la différence, ni le produit, ne
permettent de faire apparaitre des termes faciles a simplifier),

n si u vérifie une relation de la forme u,..= f(u,), voir le paragraphe spécial sur I'étude complete de ces suites,

= utiliser une récurence sur la croissance des termes en montrant par exemple que, pour tout entier n fixé, si uy+q = u, alors
Up+1 = Ups (1ar€).

1 Voir les exercices ‘Les incoutournables’, “Suites définies 2 'aide d’'une somme”, “Suite et partie entiere’, “Etude
générale de suite”.

2. S'il s’aqit d’'une suite vérifiant une relation de la forme u, = fin)

Pour déterminer fa monotonie d’une suite u vérifiant une relation du type : vn = n,, u, = (1), on peut étudier la fonction
et déterminer ses variations : si f est croissante sur ]x;, + e[ (x;€ R*), u est alors croissante a partir du rang n; = |_xd +1(la
réciproque étant fausse).

3. Si u s’écrit comme une combinaison simple de suites dont la monotonie est identique et connue

Pour déterminer la monotonie d’une suite u s'écrivant comme une combinaison simple de suites dont la monotonie est
connue, On peut :

a §'il s"agit d’'une somme de suites de méme monotonie, conclure directement, u ayant alors une monotonie identique  celles
de ces suites,

a §'il s"agit d'un produit de suites positives et de méme monotonie, conclure directement, u ayant alors une monotonie
identique 2 celles de ces suites.

Dans le cas d’'un produit de suites dont les termes ne sont pas de signe constant, on ne peut pas conclure directement, et il
faut alors se reporter aux autres méthodes.
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4, En utilisant des résultats sur les suites classiques

Pour déterminer la monotonie d’une suite u, on peut :

m si le terme général de la suite est une somme partielle de termes positifs (resp. négatifs) a partir d’'un certain rang ny,
conclure directement que u est (resp. décroissante) a partir du rang n,

u si Ja suite est arithmétique, sa monotonie est donnée par le signe de sa raison,
n i la suite est géométrique de raison qe R*, sa monotonie est donnée par sa raison (u est stritement croissante si q > 1,

constante si q= 1, décroissante si qe 10, 1{ et non monotone si ge R?).
5. En utilisant des suites extraites de u

Pour montrer qu'une suite u n’est pas monotone, on peut :

m exhiber deux suites extraites (ou sous-suites) de u et montrer qu’elles sont de monotonie contraire,
a raisonner par 'absurde : en supposant u monotone a partir d'un certain rang, aboutir a une contradiction.

V. Déterminer la nature (convergence, divergence) d’une suite, déterminer
sa limite si elle existe

Précisons tout d’abord ce qu'il ne faut pas faire : parler de la limite d'une suite réelle u ni écrire . irg u, tant qu'on n’a pas

montré que u admet une limite. De plus, pour “passer a la limite” dans une égalité ou dans une inégalité, il faut justifier au
préalable que les suites en présence convergent (le cas échéant a 'aide du théoréme de I'encadrement), et on rappelle
qu'apres passage 4 la limite, toutes les éventuelles inégalités strictes deviennent larges.

Notation : il y a deux fagons de noter une limite :

n_l_grgw Uy = 3,
lmu=3

Enfin, on rappelle qu'on ne peut s'intéresser 2 la limite d’une suite réelle ou complexe qu’en + e, et non en un point.

1. En utilisant le théoréme de la limite monotone

Pour montrer qu’une suite réelle u converge, on peut utiliser le théoreme de la limite monotone en montrant que la suite
u est croissante (resp. décroissante) a partir d’un certain rang ny et majorée (resp. minorée).

La limite de cette suite est alors le réel supu, (resp. infu,).

nzng nzng
s Voir les exercices “Suites usuelles’, “Les incoutournables”, “Régle de D'Alembert”, “Etude générale de suite”,

2. En utilisant le théoréme de V'encadrement

Si u, v et w sont trois suites réelles et si u et w convergent vers la méme limite € (€e R), et 'il existe un rang nye N tel
que: VI Z Ny, Uy SV S Wy, alors v converge vers €.

En particulier, lorsque des parties entiéres apparaissent, il est généralement nécessaire d’utiliser la définition de la fonction
partie entiére (voir le chapitre “Fonctions usuelles’).

1 Voir les exercices “Suites dont I'expression en fonction de n est connue”, "Etude générale de suite”, “Convergence de
suites définies par la relation u,+; = f(u,)".

3. En effectuant un calcul direct

Dans les cas suivants, il est possible de déterminer directement la limite de la suite u :

m si_u est ['image par une fonction f d’une suite simple, on sait que si la suite (v,), ., converge vers £€ R et si f est définie et
continue en ¢, alors la suite (f(v,)), ., converge vers f(€). Plus généralement, si fest pas définie en € mais tend vers une
limite o en €, alors (f(v,)),.p tend vers a. Enfin, noter que dans certains cas (par exemple avec la fonction partie entiere et si
tc7), il peut étre utile de détailler comment la suite v converge vers € (par valeurs inférieures ou par valeurs supérieures)
avant de procéder 2 la composition de limites,
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m 5i u est de la forme (v,""), . (OU v est une suite 2 valeurs strictement positives), on peut rechercher la limite de la suite

(Waln(vy)), < puis utiliser le point précédent en composant par la fonction exponentielle,

- eR + @

- S - Indéterminé
eR - e+ +
+ Indéterminé + 0 + @

o Limite du produit de deux suites réelles dont on connait les limites respectives :

-0 <0 0 >0 +

- + 0 + o Indéterminé - - o

<0 +® o 0 174 -
0 Indéterminé 0 0 0 Indéterminé

>0 - e 0 74 +

+ 00 - o0 - Indéterminé + 0 +

Dans les deux cas, pour lever des formes indéterminés, il est souvent utile d’utiliser des négligeabilités ou des équivalents
(voir point VI ci-dessous).

IS Voir l'exercice Suites usuelles:.

4. S'il s‘agit d’'une suite de sommes partielles

Pour déterminer la nature, et la limite éventuelle, d’une suite u de sommes partielles associée a une autre suite

n
[i.e. une suite uvérifiant une relation de la forme : Vn = ng, u, = ka], on peut se reporter aux méthodes relatives aux
k=0,

séries : voir le chapitre “Séries” (hors-programme en premiére année).

Garder simplement 4 l'esprit que ce n’est pas parce que I'on somme des termes de plus en plus petits et tendant vers 0 que

n
la suite des sommes partielles converge (attention aux intuitions trompeuses 1) : ainsi, par exemple, la suite (Z l]
k=1 ne N*

2

T
diverge vers + e, alors que la suite (? P] converge vers 5
k=1 nef\*

0 Voir Iexercice "Autour de la série harmonique , ainsi que le chapitre “Séries’.
Attention : si les termes v, (k = ny) que 'on somme dépendent de n, le cours sur les séries ne s’applique pas. Il faut
généralement revenir a la définition (voir point point V.10 ci-desous).

5. En _considérant une somme de Riemann

Pour montrer qu'une suite définie sous la forme d’une somme converge, on peut essayer de reconnaitre une somme de
Riemann. Ainsi, on pourra conclure que la suite converge vers une intégrale (sous réserve que la fonction considérée soit bien

continue sur le segment en question). Pour cela, on peut :

n dans la majorité des cas : faire apparaitre une somme de Riemann dont les bornes valent respectivement 0 et 1. Il s’agit

ol n
donc d’exprimer le terme général de la suite en fonction d'une des quantités % 2 f (lij ou i 2 f (%) qui tendent vers
k=0 k=1

fl f(t) dt lorsque n tend vers + o,
0

n-1 0
» plus rarement : faire apparaitre une somme de la forme b-a 2 f (a + b_]_aj ou _b_n_q 2 f (a +k b[']aj, qui tendent vers
k=0 [ k=1
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fl) f(t) dt lorsque n tend vers + .

IS Voir Pexercice Suites définies 2 I'aide d’une somme .

6. En montrant que la suite est adjacente @ une autre suite

Pour montrer qu’une suite réelle u converge, on peut exhiber une suite v et montrer que les suites u et v sont adjacentes,
en montrant que u et v sont monotones de sens de variations contraires, et que la suite u- v converge vers 0. En effet, deux
suites adjacentes convergent vers la méme limite.

IS®  Voir lexercice "Autour de la série harmonique”.

7. En comparant la suite @ une suite dont on_connait la nature

Pour déterminer la nature d'une suite réelle u, on peut utiliser les comparaisons avec d'autres suites (négligeabilités, suite
dominée par une autre, équivalents, développements limités) : voir point VI ci-dessous. En particulier, on rappelle que deux
suites équivalentes ont méme limite si celle-ci existe.

8. En considérant la suite {u, - £}

Pour montrer qu'une suite u converge vers £ C¥, on peut montrer que la suite (U, - € converge vers 0.
& ’ neN o)

= Voir l'exercice "Théoréme de Cesiro’.

9. En utilisant les suites extraites

Si lim u, =€ (avec €e R U {+, -}), alors, pour tout (p, )e Z x N*: lim ugu+, = €. En particulier :

n—>teo n—>+oo
Jim Uy =€ Jim vz =€

et
. - . =¢
nl_lgl_oc Up+2 1 nggl_w Wan+1

Plus généralement, si ¢ est une application de N dans N strictement croissante (parfois appelée “extraction”), alors on a la

relation : si_lim u, =€ alors: lim uggy = €.
n—>+o0 n—>+eo

Réciproquement, si les suites extraites (Uzp)pen €t (Uzp+1)pen (T€SP. (Usp)peny, (Usp+1)peny €1 (Uspr2)pe, €IC.) CONVergent
vers la méme limite, alors u converge également vers cette limite.

Par contraposée, si au moins une suite extraite de u ne converge pas, on peut immédiatement conclure que u ne converge
pas. Plus généralement, si deux suites extraites tendent vers des limites différentes, on peut également conclure
immédiatement que u n’admet pas de limite.

10. En utilisant la définition

Pour montrer qu'une suite u converge, on peut revenir 2 la définition (la. Cette méthode est le plus souvent utilisée dans
les exercices théoriques (notamment lorsque les suites ne sont pas définies explicitement). En regle générale, on dispose
d’hypothéses concernant la convergence de certaines suites réelles u, v, ... et il faut montrer qu'une autre suite réelle t
converge . Pour montrer qu'une suite réelle t converge vers €, R en utilisant la définition, on procede en général

successivement en cing étapes :

~ (érape 1) considérer un réel € > 0 quelconque et fixé pour toute la suite du raisonnement,

~ (étape 2) considérer pour chaque suite u, v, ... qui converge vers £ye C (¢1€ C, ...), un rang ny (1, ...) (dont on connait
I’existence) tel que : Vn = ng, ‘un- (,’0} e (Vn z nl,Ivn- 611 =g ..,

~ (étape 3) considérer l'entier N = max {n,, ny, ...} (veiller a ce que N soit bien défini), ce qui permet que pour tout entier
n = N, toutes les inégalités sur u, v, ... solent vérifiées,

— (étape 4) manipuler les différentes inégalités obtenues et trouver un rang N' = N tels que ¥n = N, Itn - e[] =g,

— (étape 5) conclure.
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Dans le cadre de cette méthode, il peut arriver que le membre de droite de la derniére inégalité obtenue soit un multiple

de £ (par exemple 3¢). Dans cet exemple, il suffit, soit d'invoquer la surjectivité de la fonction e — 3¢, soit plus simplement

PR, . €
de considérer toutes les inégalités de départ pour 3

[ Voir l'exercice “Théoréme de Cesiro’.

1. En montrant que la suite est une suite de Cauchy

Pour montrer qu’une suite converge, on peut montrer qu'il s'agit d’une suite de Cauchy (on rappelle que pour les suites
réelles ou complexes, il y a équivalence entre suite convergente et suite de Cauchy). Cette méthode est le plus souvent
utilisée dans les exercices théoriques, et 2 la différence de la définition, elle permet de montrer qu'une suite converge sans
pour autant connaitre préalablement sa limite.

Pour montrer qu'une suite est de Cauchy, on peut :
= montrer que : Ve > 0, Inge N, vn = ng, Vm = ny, ]um - un’ <e(ou 'um - u,,) <g),
= montrer que : Ve > 0, 3neN, vn = ny, VpeN, }unﬂ, - unl <e(ou }u,ﬁp - u,,l <e).
Noter que la seconde inégalité est souvent plus facile a établir que la premiére. Pour 'établir, on peut essayer de majorer,

pour tout entier n, la quantité |un+p - u,,| par le terme général d’'une suite indépendante de p, de limite nulle lorsque n tend
vers + . La définition de la limite appliquée a cette suite permet alors de conclure.

I  Voir I'exercice “Suites de Cauchy’.

VI. Montrer qu’une suite est négligeable, équivalente, dominée par une
autre suite

1. Montrer qu’une suite est négligeable devant une autre suite

Pour montrer qu'une suite u est négligeable devant une autre suite v, on peut :

. . N . . . u
w si les termes de la suite v sont tous non nuls a partir d’un certain rang, montrer que la suite { ~* | converge vers 0, le plus
) V y

n

souvent 4 l'aide du théoréme de 'encadrement (voir point V.2 ci-dessus),

w revenir a la définition, en montrant qu'il existe une suite (g,),. convergente de limite nulle et un rang n, tels que :
vn = N, Uy = & Vy,

~ utiliser les croissances comparées usuelles.

2. Montrer qu’une suite est dominée par une autre suite

Pour montrer qu'une suite u est dominée par une autte suite v, on peut :

. . N . . . u /
a si les termes de la suite v sont tous non nuls 2 partir d'un certain rang, montrer que la suite (—ﬂ) est bornée,

J
‘ll

= revenir a la définition, en montrant qu'il existe une suite (o), 5, botnée et un rang ny tels que : Vn = ng, u, = o, v,

3. Montrer que deux suites sont équivalentes {lorsque I'énoncé donne l'équivalent)

Pour montrer que deux suites u et v (connues) sont équivalentes, on peut :

. . \ . . . U
& si les termes de la suite v ont tous non nuls 4 partir d'un certain rang, montrer que la suite | =2 |converge vers 1, le plus
) v )

n

souvent a l'aide du théoreme de 'encadrement (voir point V.2 ci-dessus),

= revenir a la définition, en montrant que la suite (u, - vy), ., €St négligeable devant I'une des suites u ou v (voir point VIL.2 ci-
dessus),
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= montrer qu'il existe une suite (hy), . de limite 1 et un rang ny tel que : Vn = ny, u, = hyv,

IS5 Voir les exercices ‘Recherche d'équivalents”, “Suites et partie entiére’.

4. Déterminer un équivalent d’une suite ({lorsque I'énoncé ne donne pas I'équivalent)

Pour déterminer un équivalent (inconnu) d’'une suite u, on peut :
u conjecturer un équivalent et le montrer a I'aide du point précédent,
m si u converge vers £e C*, conclure directement que : u, T € (ced n’étant pas valable si u converge vers 0),
n

a utiliser les croissances comparées usuelles,

m si u s’exprime comme somme finie et si les termes de la somme sont négligeables par rapport a I'un des termes de la somme
u est alors équivalente au terme dominant de la somme,

u si u s'exprime sous forme de somme finie et que les termes de la somme ne sont pas négligeables les uns par rapport aux
autres, utiliser les développements limités ou asymptotiques (voir le chapitre “Formules de Taylor. Développements

limités),
= si u s’exprime sous forme de somme infinie de termes, utiliser les méthodes du cours sur les séries (voir le chapitre
“Séries’, hors-programme en premiére année),

= utiliser les compositions d’équivalents licites avec certaines fonctions et sous certaines hypotheses (a la limite du
programme, démonstrations 4 connaitre),

m encadrer la suite par deux suites équivalentes entre elles , la suite étant alors équivalente a chacune d’elles (démonstration a
connaltre, 4 I'aide du théoréme de I'encadrement).

g Voir les exercices “Ftude générale de suites’, “Autour de la série harmonique”.

Vil. Plan d‘étude d’une suite réelle vérifiant une relation de la forme

Q_n+1j_ﬂgnl

Précisons tout d’abord ce gu'il ne faut pas faire : appliquer les résultats de ce paragraphe aux suites vérifiant une relation de
la forme u,+; = f,(uy), ou f, est une fontion qui dépend de n. Les méthodes décrites dans ce paragraphe ne sont valables que
lorsque la fonction f est indépendante de n.

Précisons également que pour I'étude de ce type de suite, un graphique peut s'avérer utile, voire dans certains cas
indispensable. En tracant le graphe de f, on peut observer graphiquement le comportement de la suite u en fonction de son
premier terme. Pour cela, il suffit d'inscrire u, sur I'axe des abcisses, de reporter la valeur de uy sur I'axe des ordonnées grace a
f, reporter la valeur de u; sur 'axe des abcisses par symétrie par rapport a la premiere bissectrice du plan (i.e. la droite
d’équation y =x), et ainsi de suite. Cela permet de formuler des conjectures sur les différents comportements de la suite u en
fonction de son premier terme, et d'identifier visuellement les différentes parties stables de f.

Dans tout ce paragraphe, f désigne une fonction numérique a valeurs réelles. Noter que certains résultats de ce paragraphe
nécessitent que f possedent des propriétés remarquables (continuité, variations...). Pour des précisions sur les méthodes
utilisées dans ce cadre, voir le chapitre “Fonctions’.

A. Etude de monotonie

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f

2. Rechercher une ou plusieurs partie(s) stable(s) par f sur laguelle f est monotone

Remarquons tout d’abord qu’une suite réelle u définie par une relation de la forme : Vn = ny, uy1 = f(u,) n'est définie
que si: Vn = ny, u,e By, ot Py est le domaine de définition de f. Ainsi, pour que u soit correctement définie, il est nécessaire
que son premier terme soit 4 valeurs dans une partie stable par f et incluse dans %y.

Une fois cette condition vérifiée, il est souvent utile (voir point V.3 ci-dessous) de rechercher une partie de @y stable par f,
contenant le premier terme de u, sur laquelle f est montone (en élargissant naturellement 4 toute partie la notion de fonction
monotone sur un intervalle). Pour cela, on peut :
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w tracer le graphe de f, pour identifier une partie stable par f, et ensuite montrer que la partie trouvée en est bien une,

w procéder par analyse syntheése : supposer qu'une telle partie de A < %y existe ; en considérant le fait que : Vxe A, f(X)e A,

établir des conditions nécessaires sur A pour que cette partie soit stable (analyse) ; puis vérifier que ces conditions sont
également suffisantes : on obtient ainsi une condition nécessaire et suffisante pour qu'une partie soit stable par f, on pourra

alors considérer une partie qui vérifie ces conditions.

3. Déterminer la monotonie de u

Pour déterminer la monotonie de u (une fois les variations de f connues et une partie A stable par f obtenue), on peut :

w si f est croissante sur A, considérer la position relative des deux premiers termes : si uy < uy, alors u est croissante ; dans le
cas contraire elle est décroissante (résultat 4 la limite du programme en premiére année, démonstration par récurrence simple

a connaitre, mais que ['on pourra en revanche utiliser sans démonstration aux concours de spé),

w si f est décroissante sur A, u n'est alors pas monotone (sauf cas tres rare d’une suite constante ou stationnaire, auquel cas il
est inutile d’employer cette méthode). Les deux suites (Uzp)pen €6 (Uzp+1)pery SONE alors monotones de sens de variation
contraires (en effet, si f est décroissante, alors f o f est croissante et le point précédent permet de conclure, en considérant
cette fois-ci, pour la suite (uy,), la position relative de ses deux premiers termes, 4 savoir Uy et u; la suite (uy+;) ayant alors un
sens de variation contraire.

En résumé : uest: (Uzp)pem €St: | (Uppei)pen €ST:
Si f est croissante et si u; = Uy croissante croissante croissante
Si fest croissante et si u; = yg décroissante décroissante décroissante
Si f est décroissante et si u; = uy | non monotone croissante décroissante
Si f est décroissante et si u, < uy | nonmonotone | décroissante croissante

I Voir 'exercice “Suites: usuelles .

B. Etude de nature (convergence, divergence), calcul de limite

Pour déterminer la nature d’'une suite vérifiant une relation de la forme u,+1 = f(u), deux grandes catégories de méthodes
sont envisageables :

w soit étudier préalblement la monotonie de u (voir point A ci-dessus),
u soit utiliser des méthodes ne faisant pas intervenir directement la monotonie de u.

1. En utilisant I'étude de monotonie de u établie au point A ci-dessus

Une fois connue la monotonie de la suite u a I'aide des méthodes du point ci-dessus, on peut généralement conclure assez
rapidement :

w si U est croissante (resp. décroissante), il suffit de montrer que u est majorée (resp. minorée) et d'utiliser le théoréme de la
limite monotone,

u §i U n’est pas monotone (cas ou les deux suites extraites d’indices pairs et impairs sont de monotonie contraire), montrer que
u converge revient a montrer que ces deux suites sont adjacentes. Attention, ce n’est pas toujours le cas, il faut donc procéder
lentement afin d’éviter les erreurs.

2. Utiliser les limites éventuelles de u

Pour déterminer la limite de u, on peut préalablement rechercher quelles sont les seules limites “possibles” de u. Outre
+ % et - eo (cas que I'on peut parfois éliminer compte tenu de considérations sur le signe ou le caractere borné de u), les
limites éventuelles de u appartenant a 9 vérifient 'équation f(x) = x (sous réserve que f soit continue).

1l est donc particulierement utile de résoudre I'équation f(x) = x pour détermienr les limites finies éventuelles de u. On
peut alors, soit raisonner par I'absurde et montrer ainsi que u diverge, soit procéder par élimination pour déterminer la limite
de u une fois établie la convergence de u. Noter que ['équation f(x) =x apporte des conditions nécessaires sur les limites
possibles de u et ne montre en aucun cas que u converge vers une de ces limites. Lorsque I'ensemble solution est un singleton
{€} ot €e R, on peut tenter de montrer que la suite converge vers € (voir point VI ci dessous).

3. Montrer que f est contractante (voir le chapitre “Fonctions”)

Lorsque I'ensemble des solutions de I'équation {(X) = x est un singleton {€}, ol e R, on peut parfois montrer directement
que f converge vers € sans rechercher la monotonie de u. Pour cela, on peut notamment, successivement :
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- montrer que f est contractante, i.e. lipschitzienne de rapport ke ]0, 1[, en particulier a I'aide de I'inégalité des
accroissements finis lorsque f vérifie les hypotheses de cette inégalité et lorsque ! f l est majorée par un réel ke 0, 1[,

— appliquer, le cas échéant 4 partir d’'un certain rang ny, la définition d'une fonction lipschitzienne aux points u, et € (on
obtient alors : ¥n = ny, }unﬂ - e| <k [un - Eb,

uno' 6‘),

— conclure 4 I'aide du théoréme de I'encadrement, k étant compris entre 0 et 1 au sens strict, ce qui permet de conclure que
u converge vers €.

~ itérer la relation obtenue (on obtient alors : ¥n = ny+ 1, 'un - (Zl =kt

5 Voir exercice “Convergence de suites définies par la relation u,+; = f(u,)” et le chapitre “Fonctions 2 valeurs
réelles ou complexes’. : ' 0

4. Cas inverse ou u est de la forme u, = flun,)

Précisons tout d’abord qu'une telle suite n’est pas nécessairement définie. En effet puisque a partir d’un terme u, (ne N),
le terme Uy est défini par Iimage réciproque par f de 'élément u, (i.e. upsief({u,})). Il faut donc préalablement montrer
que lensemble f '({u,}) contient un élément (surjectivité de f sur A) et un seul (injectivité de f sur A).

L'objectif est alors de montrer que sur une partie stable contenant uy, f est bijective et de se ramener au cas précédent en
utilisant la relation : Vne N, uy+ =f(u,).

Rappel : la notation f(u,) nécessite que f soit bijective, mais la notation f({u,}), qui désigne I'image réciproque de la
partie {u,}, n’est qu'une notation ne nécessitant pas la bijectivité de f (voir la fiche de cours “Préliminaires’).

VI, Suites réelles définies comme solution d’une suite d‘équations f.(x.) =0

Bien que cette étude soit le plus souvent détaillée, il est bon d’en connaitre les étapes importantes et de connaitre les
méthodes permettant de les effectuer avec succes.

1. Etude des variations des fonctions f,

Cette étude a pour objectif de vérifier que la suite (x,),. €5t bien définie. Il s’agit de montrer que chacune des équations
fo(x) = 0 (ne N) admet une et une seule solution, autrement dit que les fonctions f, (ne N) établissement une bijection d’'un

certain intervalle vers un autre intervalle contenant 0, ce qui, le plus souvent, est fait 4 I'aide du théoreme dit “de la bijection”
(toute fonction strictement monotone et continue sur un intervalle I réalise une bijection de cet intervalle vers f(I) qui est

alors un intervalle).

2. Etude de la monotonie de la suite & V'aide des variations de f,

Pour montrer que (X,), . py €St monotone (par exemple, croissante), il suffit de comparer, pour tout entier naturel n, X,+; a
X, (dans 'exemple, montrer que : Vne N, X,+; = X,). Lorsque la monotonie des fonctions £, (ne N) est connue (prenons
I'exemple de fonctions croissantes), il suffit alors de :
= option A : montrer, en considérant la croissance des fonctions f, (ne N), que : VneN, f,(X,+1) = LX), ce qui revient &
montrer que : Vne N, fi(x+1) =0,

» option B : montrer, en considérant la croissance des fonctions f+; (ne N), que : Vne N, fia1Xner) = fiv1(Xy), ce qui
revient a montrer que : Vne N, fu(x,) < 0.

L’un ou l'autre des deux cas nous ramenent au calcul du signe de f,(X,+1) ou de f+1(x,) (neN). Comme on ne connait pas

d’expression simple de x, ni de x,+1, on ne peut alors qu'utiliser la définition de ces nombres (ie. : f,(x,) =0 ou:
for1 (%) = 0). 1L faut alors comparer, pour tout réel x, £,(x) et £,41(x), afin de pouvoir comparer ensuite ces quantités soit pour
Xy, SOit pOUr X441 (D N).

Comme il est généralement plus facile d’obtenir, pour tout réel x et tout entier n, une expression de f,+1(x) en fonction de
f,(x) que l'inverse, on peut plus facilement obtenir le signe de f,+1(x,) que celui de fy(x,+1). De ce fait, Poption B doit étre

privilégiée.
La méthode peut étre étendue sans difficulté au cas de fonctions f, (ne N) décroissantes, et/ou au cas d'une suite (X,), .
décroissante.
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3. Conclusion sur la convergence et calcul éventuel de limite

Une fois les variations de (x,),. n connues, il suffit généralement d’appliquer le théoréme de la limite monotone. Pour
déterminer un majorant ou un minorant, on peut se ramener au tableau de variations de f et encadrer (x,), par une suite
dont la limite est connue.

On peut également utiliser directement le théoréme de I'encadrement si 'on parvient 4 encadrer (x,), .p, Par deux suites
de méme limite finie, auquel cas I'étude de la monotonie n’est pas nécessaire (méme si elle est parfois demandée par
I'énoncé) pour conclure quant a la nature de (x,), -

Inversement, on peut aussi montrer que xn diverge en montrant que cette suite est majorée par une suite de limite - «
(ou l'inverse).

4. Recherche d’équivalents

Pour déterminer un équivalent de (x,), _q, O peUL :

neN
« se ramener aux méthodes générales permettant de déterminer un équivalent d'une suite (voir point V1.4 ci-dessus),
u exploiter une nouvelle fois la relation f,(x,) = 0, en y “réinjectant” les informations obtenues sur la limite de (x,),. 5. Cela

permet généralement d’avancer et conjecturer un équivalent. Il suffit ensuite de montrer que I'équivalent conjecturé en est
bien un (voir point VL3 ci-dessus).

IS Voir lexercice “Suite définie comme solution d’une équation’.



