» Définition. Soit (a, bye Z2. On dit que b est un diviseur de a (ou que a est un multiple de b, ou que b divise ), et I'on
note : b|a, s'il existe un entier relatif q tel que : a = bq.

» Soit ae Z. On note aZ, 'ensemble des multiples de a, ’est-a-dire 'ensemble {be Z /3qe Z, b = aq}.

n Dvision euclidienne. Soient ae Z et be N*. Ona: 31(q, 1)e Z x N*/a = bq + r tels que : re [0, b-1]. Les nombres g,

1, 2 et b sont alors appelés respectivernent le quotient, le reste, le dividende et le diviseur de la division euclidienne de a par
b.

b divise alors a si, et seulement si : r = 0, C’est-3-dire si, et seulement si: a = bg.
2. PGCD et PPCM de deux entiers relatifs
Soit (3, b, ©)e (Z*)*.

u PGCD. Soit H Pensemble : H = {au + by, (u, v)e Z*}, noté également aZ + bZ, et soit n I'entier naturel tel que
n = inf(H n N*). nest alors le plus grand commun diviseur (pged) deaetde b, etonnote: n=pcgd (a,b)oun=a Ab.

x Propriétés,

canl=1,
cdnad =],
.a~b=b~a

c(@anb)y~c=a~(bng),
. (ab) ~ (ac) = |a| x(b ~ ©).
n PPCM. On peut écrite : 3'meN* /aZ nbZ = mZ. m est alors le plus petit commun multiple de a et de b, et on note :
m=ppcm {3, b) =a vb.
= Propriétés.
(avl) =g,
ava)=a,

L@vb)=(bva),

-@avb)yve=av(bvo),

- (aby v (ac) = ’a! x(b v c).
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3. Algorithme d’Euclide
u Théoréme d’Euclide. Soit (a,b, q, )e (Z%) /a=bq+r.Ona:a~b =b ar.

u Algorithme d’Euclide. Soient (a, b)e Z°, q le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b. On appelle
algorithme d’Euclide I'algorithme suivant, qui permet de déterminer le pgcd deaetdeb

aSir=0,alors:a~b=b,
a Sinon, on répete les opérations suivantes :
- on stocke la valeur de r dans une variable de stockage, notée s,
- on affecte a r le reste de la division euclidienne de b parr,
- on affecte 4 b Pancienne valeur de r (stockée dans s),
jusqu’a ce que la condition (r = 0) soit réalisée. On a alors : a A b = s, autrement dit le pged de a et de b est le dernier reste
non nul des divisions euclidiennes successives de a par b, de b par 1, etc.

Exemple : Si l'on cherche le pged des nombres 1463 et 1078, l'algoritbme d'Euclide effectue les divisions euclidiennes
successives suivantes :
- 1463 = 1.1078 + 385 ;
- 1078 = 2.385 + 308 ;
- 385=1.308+77;
- 308=4.77 +0.

On trouve ainst : 1463 ~ 1078 = 77.

4. Entiers premiers entre eux, théorémes de Bézout et de Gauss

w Définition. Soit (3, b)e (Z*)%. On dit que a et b sont premiers entre eux, ou étrangers, si:a Ab=1.

u Propriété. Soient (a, b)e (Z*)* et d un diviseur commun & 2 et 2 b (de N*). En notant 2" et b’ les entiers relatifs tels que :
a=da'et:b=db,onpeutécire: (d=anb & a Ab =1).

n Théoréme de Bézout. Soit (a, b)e (Z*) a et b sont premiers entre eux si, et seulement si: A(u, vie Z* /au + bv = 1.

n Corollaires. Soient (1, b, ¢)e (2 et (n, p)e (N*)%. Ona:
fa~nc)=1) @ (anb=1letanc=1),
anb=1) & (@ AbP=1),
- @) ~ @) =[a| ~ b~ 0.

w Algorithme donnant les coefficients de Bézout. Soient (3, b)e (Z%)*, qp et 1y le quotient et le reste de la division

euclidienne de a par b. En notant a = ry, b = 1, et pour tout entier i supérieur ou égal 2 2, 1; (resp. q;) le reste (resp. le
quotient) de la division euclidienne de t;., par ., ona: Vi = 2, i, = 1,4 + ;. En notant n le premier entier i tel que r, = 0,
on a, d'apres l'algorithme d’Euclide : a A b =r,,,. L'algorithme suivant permet alors de déterminer les coefficients de Bezout

relativement aux nombres a et b

a On effectue I'algorithme d’Euclide en stockant dans des variables 13, ... , 1.y (1€Sp. Gy, ... ,.Gut) les restes (resp. les quotients)
des divisions euclidiennes successives de 1;, par iy (i [2,n-1]).

a On introduit quatre variables entiéres ¢, d, uetv,

aSin=2(naalors:a~b=bet:a.0+b.l=an~b) onaffecte ac,d, uetvles valeurs respectives a, b, 0 et 1,
2 Sinon, on affecte 4 ¢, d, u et v les valeurs respectives r,.s, tyz, 1 et- qua (onaalors: cu +dv =a ~b),

18in 2 4, pour tout entier i comptis entre 4 et n, on effectue successivement les opérations suivantes :

- on stocke la valeur de ¢ dans une variable de stockage, notée s,



Structures algébriques usuelles / Maths SPE -

- on stocke la valeur de u dans une variable de stockage, notée t,
- on affecte 4 ¢ la valeur d,

- on affecte 4 u la valeur r,;,

- on affecte 4 v la valeur t,

-on affecte 2 d la valeur s + d(- Gy.ia1).

Al'issue de I'algorithme, c et d contiennent les valeurs a et b, et on a toujours : cu + dv=a ~b,d'ol:au+ bv=2a Ab.

Exemple : Si I'on cherche les coefficients de Bezout des nombres 1463 et 1078, on effectue l'algorithme d'Euclide (cf supra)
et l'algorithme ci-dessus ameéne les résultats successifs suivants :

-77=1.385 + (-1).308,
=77 =(C1).(1078-2.385) + 1.385 = (-1).1078 + 3.385,
- 77 =3. (1463 - 1078) + (-1), 1078 = 3.1463 + (-4). 1078,

On trouve ainsi : 1463.3 + 1078. (-4) = 1463 ~ 1078 = 77,

a~b =1
a|be

u Théoréme de Gauss. Soient (3, b, ¢)e (Z*)* Ona: { = ac

5. Nombres premiers

w Soit p un entier naturel supérieur ou égal 4 2. p admet au moins 4 diviseurs : 1, -1, p et - p.

» Définition. Soit pe N*. On dit que p est un nombre premier si p = 2 et si p admet exactement 4 diviseurs, et I'on note
P 'ensemble des nombres premiers.

N. B.: 1 n’est pas un nombre premier,
» Propriété. Tout entier naturel supérieur ou égal 4 2 admet au moins un diviseur premier.

u Corollaire. 1'ensemble P des nombres premiers est infini.

w Indicatrice d’Euler. Soit ne N*, On appelle indicatrice d’Euler, la fonction ¢ qui 2 tout entier n non nul associe le
nombre d'entiers compris entre 1 et n premiers avec n.

u Décomposition en produit de facteurs premiers. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Il existe un entier

naturel me N*,une famille finie (p;, py, ..., pm) de nombres premiers et deux 4 deux distincts, unique a Pordre pres, et une
n

famille (o, o2, .. , o) d’entiers naturels non nuls, unique 4 l'ordre prés, telles que : n = [T p.™ Cette écriture s'appelle
k=1

décomposition de n en produits de facteurs premiers.

6. Nombres rationnels

= Solent ge Q@ et (a, b)eNxZ*/q= % . On peut écrire : 31(a’,b)eZxN*/q= 2;)— et:a' ~b' = 1. Cette écriture est

appelée forme irréductible, ou forme simplifiée, de g.

1. Numération

» Numération en base 10 (numération décimale). Soit n un entier naturel. En base 10, I'écriture de n est composée

|)
. N . H . e a— L . .
des chiffres de 02 9. Si n = 2 o, 104, alors n s’écrit : ooy &z... 0 , OU, par convention, en omettant de surligner ces
i=()

chiffres : ooty ... 0. Par exemple, on a: 123 = 1x 10> + 2x 10" + 3x 10"
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u Numération en base 2 (numération binaire). Soit n un entier naturel. I{ existe une unique décomposition de la
L i (o — -
formen= ¥, 0,2 ol Vie [0, p], oie {0, 1}. L'écriture de n en base 2 est alors : ap0 0. ¢, . En base 2, 'écriture de n
ol ;
iz
est composée uniquement des chiffres 0 et 1. Pour exprimer un nombre n connu sous sa forme décimale (base 10) en binaire
(base 2), on effectue la division euclidienne de n par 2, puis du quotient ainsi obtenu par 2, et ainsi de suite jusqu'a obtenir un
;o _—2
quotient nul. On note ry, Iy, ..., Ip les restes successifs de ces divisions {on a alors r, = 1). ns"écrit alors rprp il I1

Exemple : si I'on veut écrire 1234 en base 2, on divise 1234 par 2 et l'on obtient un reste r; égal 4 0, un quotient q; égal a
617 ; en divisant alors 617 par 2, on obtient un reste r, égal a 1 et un quotient g, égal a 308. En répétant cette opération 4
partir de q,, on obtie’nt alors :1s=0,105=0r5=Lrs=01,=1Lrs=1Lrg=0rp=0etry =1 Onadonc:
1234 = 10011010010 ".

» Algorithme d’exponentiation rapide. Soient acR et neN* /n = cp0 0., a,,z, ot : Vie [0, p], e {0, 1}. En
notant S lensemble : $ = {ie ], &r,.; = 1}. Onaalors : n = X2 et : 2 = TT a®. On appelle algorithme d'exponentiation

ieS ie$

rapide, Palgorithme suivant, qui permet de calculer rapidement 2" (ne N*) en calculant les a® ie$ :

o On applique I'algorithme déctit auparavant pour déterminer la numérotation de nen base 2 (n = opoy 0.0 ),
a On introduit trois variables P, j et u & qui 'on affecte respectivement les valeurs 1, 0 et a,
a Pour chacun des entiers i compris entre 1 et p, si 0;# 0, on effectue successivement les opérations suivantes :

- on éléve u au carré (i - j) fois de suite, et 'on stocke le résultat obtenu dans u (# contient alors a® pour la derniére
valeur i telle que oy #0),
-on affecte 4 j la valeur i (f contient alors la derniére valeur i telle que o #0),

- on affecte 4 P la valeur P x u (P contient alors le produit des a® pour tout entier k inférieur ou égal & i tel que o, #0).

Onaalors : P = [T a®, autrement dit : P = a".
keS
Exemple : si l'on veut calculer (1,01)*, comme 1234 = 10011010010 2 ‘algorithme d’exponentiation rapide utilise
Pégalité : (1,00) = (1,002 (1,007.(1,00%. (1,00 (1,00%, donc il suffit de calculer :

-1y = (1,01)®) (une élévation au carré)

ug= (LD = ((u 2P (trois élévations au carré),
-us = (10D = (up) (dewx lévations au carré),
-y = (10D = ug (une élévation au carré),

-t = (10D = ((u?))’ (rois lévations au carré),
<P = (10D)% = wugugusing (4 produits).

Ainsi, 14 produits suffisent et on trouve finalement : P = 215 067,728290905.

B. Structures algébriques usuelles

. Groupes, sous-groupes

1. Loi de composition interne

Soit E un ensemble non vide,

= Définition. On appelle loi de composition interne sur E toute application définie sur E* et & valeurs dans E.
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s Notation. Soit * une loi de composition interﬁe sur E. Onnote : x # y = #(, y).

= Associatitivité. Soit = une loi de composition interne sur E. On dit que  est associative si :
Y, y, 2)eE, (xxy) rz=x % (y # 2).

u Commutativité. Soit » une loi de composition interne sur E. On dit que * est commutative si :
Y VeE xsy=yxx

u Elément neutre. Soient + une loi de composition interne sur E et e un élément de E. On dit que e est élément neutre
de E pour la loi « si : VxeE, x * € = e » x = x. Si E posséde un élément neutre pour la loi =, alors cet éiément est unique.

u Inverse. Soient * une loi de composition interne sur E admettant un éément neutre noté e, et x un élément de E. On
dit que x est inversible pour [a loi # s'il existe un élément x de E tel que : x # X =x # x = e. L'élément X' est alors appelé
l'inverse, ou le symétrique, de x pour la loi «.

n Distributivité. Soient #, et *, deux lois de composition internes sur E. On dit que #, est distributive par rapport 2 #; si :
VY, DB, (1Y) nz=xn (#2) = K02« (2.

2. Groupe, sous-groupe

= Groupe. Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne . On dit que I'ensemble G muni de la loi %, noté
(G, #), est un groupe si :

—laloi # est associative,
— G admet un élément neutre pour la lof ¢,
~ tout élément de G est inversible pour la loi =,

Remarque : un groupe (G, *) est souvent noté G.
n (Z, +) est un groupe. On appelle groupe additif des nombres entiers, le groupe (Z, +).

u Sous-groupe. Soient (G, *) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe de (G, #) si:
— H contient I'élément neutre de G pour la loi #,
— H est stable par la loi # (autrement dit : V(x, y)e H? (x # y) e H),
— pour tout élément a de H, le symétrique de a pour fa loi * appartient & H.
Caractérisation d'un sous-groupe : H est un sous-groupe de (G, =) si, et seulement si :

— H est non vide,
~Y(x, V)eH (x *yYeH (ot y* désigne le symétrique de y pour la loi +).

u Les sous-groupes de (Z, +) sont les ensembles nZ, ot ne N.

3. Groupe commutatif

u Définition. Soit (G, =) un groupe. On dit que (G, #) est un groupe commutatif si la loi = est commutative.

Remarque : la loi d’un groupe commutatif est souvent notée +.

w Notation 2. Soient (G, +) un groupe commutatif, n et m deux entiers naturels tels que n < m et (a,, ..., 4,) un

m
m -n+1) - uplet d'élémenis de G. On note : a, + ... + 4, = 5.4
p

i=n

4. Morphisme de groupes

= Définitions. Soient (Gy, #;) et (Gy, #,) deux groupes et f une application de G, dans G,.

- On dit que f est un morphisme de groupes (ou homomorphisme) de (G, ;) dans (G, #5) si:
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V(% 1)e Gr', f(x # ) = £(x) % Ky).
. On dit que f est un isomorphisme de groupes de (Gy, #;) sur (G, #;) si f est un morphisme de groupes bijectif de (Gy, #;) sur
(Gz, %),

. On dit que f est un automorphisme de groupes de (G, #;) si f est un morphisme de groupes bijectif de (G, +;) sur lui-méme.

x Groupes isomorphes. Soient (Gy, *;) et (Gy, #,) deux groupes. On dit que (Gy, #;) et (Gy, *2) sont isomorphes s'il
existe un isomorphisme de groupes de (G, #;) dans (G, ;).

a Image. Soient (Gy, #,) et (G,, #2) deux groupes et f un morphisme de groupes de G; dans G,. On appelle image de f, et
I'on note Im f, 'ensemble f(Gy).

Propriété : Im f est un sous-groupe de (G, #2).

= Noyau. Soient (G, #;) et (Gy, %) deux groupes, e, I'élément neutre de G, et f un morphisme de groupes de G, dans G,.
On appelle noyau de f, ensemble f'({e,}), c’est-a-dire 'ensemble {xe Gy, f(x) = e,}.

Remarque : La notation ! est une convention et ne signifie pas que f est bijective (cf. chapitre “Préliminaires”).

Propriété : Ker f est un sous-groupe de (G, #;).

5. Groupe Z/nZ (ne N*)

a Sous-groupes de Z. Les sous-groupes du groupe (Z, +) sont les sous-ensembles nZ, ol ne N.

u Relation de congruence modulo n (neN*), Soient ne N* et @, la refation définie sur Z par: x R, y & (X-y)enZ.
g p y Y

La relation @, est une relation d’équivalence appelée relation de congruence modulo n. Pour tout couple d’entiers refatifs
(x,y), on note x=y mod n, ou x=y [n], la propriété : x R, y. On dit alors que x est congtu ay modulo n.

Propriété : soit (x, X, Y, y’je Z'telque:x=x [n]et:y=y [n].Ona:x+y=x+Y [n].
n Groupe-quotient Z/nZ (neN*). Soit ne N*.,

. Pour tout ke Z, on note k P'ensemble des entiers relatifs équivalents 4 k pour la relation de congruence modulo n, ie.
I'ensemble des entiers congrus 4 k modulo n.

-On appelle ensemble-quotient de Z par nZ, et 'on note Z/nZ, I'ensemble : {E, ke [0,n-1] }

.On définit alors sur Z/nZ la loi de composition interne + définie par : X +y =x +y. (Z/nZ, +) est un groupe communtatif,
délément neutre 0.

Remarque : Z/nZ est une partition de Z en n classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n.

= Soit ne N*. On définit sur Z/nZ la loi de composition interne + définie par : x +y =x +V. (Z/nZ, +) est un groupe
commutatif, d'élément neutre 0.

w Morphisme canonique de Z sur Z/nZ. Soit ne N*. L'application définie sur Z par : X+ X est un morphisme de
groupes de (Z, +) sur (Z/nZ, +), appelé morphisme canonique de Z sur Z/nZ.

6. Génération d'un groupe

s Partie, génératrice, élément générateur d’un groupe. Soient (G, *) un groupe etAc G.
s g ]

. On appelle sous-groupe de (G, =) engendré par A, et I'on note gr(&), lintersection de tous les sous-groupes de (G, *)
contenant A.

-On dit que A est une partie génératrice de (G, #) si: grd) = G.

.Si A= {a} ol ae G, on appelle sous-groupe de (G, *) engendré par a, et 'on note gr(a), le sous-groupe engendré par {a}.

.Si A = {a} ot ae G, on dit que a est un générateur de G si la partie {a} est génératrice de (G, #).
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= Soient (G, ) un groupe et ae G. L'application ¢, définie sur Z par: k— axa+ ..« a (k fois) est un morphisme de
groupes de (Z, +) dans (G, #).
Remarque : si la loi du groupe G est notée + (resp ) , (@ * a ... » @) est souvent noté ka (vesp. a*).
Propriétés :
-Im ¢, est le sous-groupe de (G, «) engendré par a.

-Ker @, est soit réduit 2 {0} (on dit alors que a est d'ordre infini), soit de la forme nZ, ol ne N* {on dit alors que g est d’ordre

n).

- Si Ker o, est réduit a {0}, alors (Im @,, %) est isomotphe a (Z, +).
- Si Ker ¢, est de la forme nZ, ot ne N*, alors (Im ¢, *) est isomorphe 4 (Z/nZ, +).

» Ordre d’un groupe fini,
- Soit (G, ) un groupe. On dit que (G, ) est un groupe fini si G est un ensemble fini.

- Soit (G, #) un groupe fini. On appelle ordre du groupe (G, ), le cardinal de 'ensemble G.

s Groupe cyclique. Soit (G, ) un groupe. On dit que (G, ) est un groupe cyclique s'il est fini et qu'il admet un
générateur,

= Soient ne N, (G, +) un groupe cyclique d’ordre n, a un générateur de (G, ), s le morphisme canonique de Z sur Z/nZ et
pour tout ke Z, m I'unique antécédent par s de kappartenant 4 {0, n-1]. L'application définie sur Z/nZ par : k ~ a™ est un
isomorphisme de groupes de (Z/nZ, +) sur (G, ).
ELL
Exemple : en conservant les mémes notations, I'application définie sur Z/nZ par:k — € o est un isomorphisme de
groupes de (Z/nZ, +) sur (U, x), ot I'on rappelle que U, désigne I'ensemble des racines n-émes (complexes) de I'unité.

u Générateurs de (Z/nZ, +). Soitn = 2.
. T est un générateur du groupe (Z/nZ, +).
-Pour tout ke Z, k est un générateur du groupe (Z/nZ, +) si, et seulement si, k est premier avec n.

7. Produit de deux groupes

Soient (Gy, #1) et (G, *») deux groupes. On définit sur G, x G, fa loi de composition interne = par :
Y%, )G, V(% ¥2)G2Y, (%1, %2) * (71, ¥2) = (% %1 Y1, %2 %2 ¥2). (Ga % Gy, #) est un groupe.

Il. Annequx, sous-anneaux

1. Anneau, sous-anneay

u Définition. Soient A un ensemble non vide, + et x deux lois de compositions internes sur A. On dit que A, muni des deux
lois + et x, que 'on note (A, +, x), est un anneau (ou anneau unitaite) si :

— (A, +) est un groupe commutatif,
- la loi x est associative, et distributive par rapport 4 la loi +,
- Aadmet un élément neutte pour la loi x.

w Annean commutatif. Soit (A, +, ) un anneau. On dit que (A, +, %) est un anneau commutatif si fa loi x est commutative,

Remarque : on rappelle que dans un anneau (A, +, x), la loi + est quant 4 elle toujours commutative.

w (Z, +, ¥) est un anneau (commutatif). On appelle anneau des nombres entiers, I'anneau (Z, +, x).

w Notation 2., Soient (A, +, x) un anneau, n et m deux entiers naturels tels que n < met (4, ..., 4y) un {m-n+1) - uplet

m

d’éléments de A. Onnote : a4, + ... + a4y = 2,4

=n
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m q m q
u Distributivité. Soit (n, m, p, JeN'telquen<metp=<q Ona: % [ai X3, bi) =y (Z 4 bj).

i=n i=p i=n Ni=p

u Sous-anneau. Soient (4, +, %) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous-anneau de (A, +, %) si:

— B est un sous-groupe de (4, +),
~ B est stable pour fa loi x,
- B contient I'élément neutre de A pour la loi x,

Caractérisation d’un sous-anneau : B est un sous-anneau de (4, +, x) si, et seulement si :

— B contient I'élément neutre de A pour la loi x,
- V(X., Y)E Bz: (X X Y)E B:
-V v)eB?, (x+(-y))eB (1) désignant l'inverse de y pourla loi +).

2. Morphisme d’anneaux
Soient (A, +, %) €t (B, +3, %) deux anneaux, d’éléments neutres respectifs 1, et 1, pour les lois x; et x3.

n Définition. Soit ¢ une application de A dans B. On dit que @ est un morphisme d’anneaux de (A, +, x,) dans (B, +5, <)
Si:
— @ est un morphisme de groupes de (4, +4) dans (B, +y), L. si: V(x, )€ A%, 0 +,7) = 0(X) +3 ¢(y),
= V(x, ), (%) = () xn ¢(y),
- V(x, ek, o(ly) = 1.
Remarque : ¢ étant un morphisme de groupes de (4, +,) dans (B, +3), le noyau et 'image de ¢ ont déja été définis.

n Isomorphisme d’anneaux. Soit ¢ un morphisme d'anneaux de (A, +4, 4) dans (B, +5, x). On dit que ¢ est un
isomorphisme d’anneaux de (4, +4, ) sur (B, +5, %) si ¢ est bijectif.

3. Idéal d’'un anneay commutatif
Soit (A, +, x) un anneau commutatif.

u Définition. Soit | une partie non vide de A. On dit que I est un idéal de Asi:
— L est stable pour la loi +,

—V(a,)eAx], (axi)el {ou(ixa)el, 'anneau étant supposé commutatif).

u Idéal engendré par un élément. Soit xe A. L'ensemble {x x y, ye A}, noté xA (ou Ax, I'anneau étant supposé
commutatif), est un idéal de A appelé idéal de A engendré par x.

ogea =

4. Divisibilité dans un anneay intégre

u Soit (4, +, x) un anneau, On dit que (4, +, x) est 'anneau nul si 0, = 1,. Onaalors : A = {04}.

n Anneau intégre. Soit (4, +,x) un anneau. On dit que (4, +, x) est un anneau integre s'il est non nul, commutatif, et si :
V(a, byeslaxb=0, = a=0,0ub=0,

= Soient (4, +, x) un anneau intégre et (x, y)e A2 On dit que x divise y, et 'on note x|y, 'il existe ze A tel que : xxz=y.

= Soient (A, +, %) un anneau intégre et (x, v)e A% x divise y si, et seulement si, yA < xA.

5. Idéaux de 7 et compléments d‘arithmétique

u {Z, +,%) est un anneau commutatif.

= Les idéaux de (Z, +, x) sont les sous-groupes de (Z, +), i.e. les ensembles nZ, ol ne N,

n Caractérisation du PPCM de deux entiers. Soit (3, b)e (Z*)%. aZ N bZ estunidéal de (Z, +,x). Le ppcm de a et de b
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est Punique entier pe N* vérifiant : aZ n bZ = pZ.

= Caractérisation du PGCD de deux entiers. Soit (a, b)e (Z*)*. L'intersection de tous les idéaux de (Z, +, X) contenant
aZ L bZ est un idéal de (Z, +, ¥) (appelé idéal engendré par aZ U bZ), égal 2 pegd (a, b)Z.

u Théoréme de Bézout. Soit (a, b)e (Z*). a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, l'idéal de (Z, +, x) engendré
paraZ u bZ estégala Z.

aZ+bZ=1Z

(b0)Z caz = ¢Z cal.

w Théoréme de Gauss. Soient (a, b)e (Z*)~. Ona: {

6. Anneau Z/nZ

Soit ne N*,
nS0it (x,X,y,v)eZ  Ona:x=y[netx =y [n] = x+x)=(y+y) [n].
= On définit sur Z/nZ la loi de composition interne x définie par : X xy =Xy, (Z/nZ, +, x) est un anneau commutatif,

« Morphisme canonique de 7 sur Z/nZ. L'application définie sur Z par : x—> X est un morphisme d'anneaux de
(Z, +, %) sut (Z/nZ, +, x), appelé morphisme canonique de Z sur Z/nZ.

u Eléments inversibles de Z/nZ. Soit xe Z. X est inversible (pour la loi x) dans l'anneau (Z/nZ, +, x) si, et seulement si,
X est un générateur du groupe (Z/nZ, +), Le. si, et seulement si, x est premier avec n.

Remarque : le nombre d'éiéments inversibles de I'anneau (Z/nZ, +, x) est égal 4 @(n), ol ¢ est la fonction indicatrice
d’Euler.

w Soient (A, +, X) un anneau, s le morphisme canonique de Z sur Z/nZ, et ¢ un morphisme d’anneaux de (Z, +, x) dans
(A, +, %) tel que : Ker @ = nZ. Il existe alors un morphisme d’anneaux g de (Z/nZ, +, x) dans (A, +, x) tel que : @ = gos.

lil. Corps, sous-corps

1. Corps, sous-corps

u Définition. Soient K un ensemble non vide, + et x deux lois de compositions internes sur K. On dit que K, muni des
deux lois + et x, que F'on note (K, +, X}, est un corps si :

— (K, +, %) est un anneau non réduit 4 {0}, oli Ok est I'élément neutre de K pour la loi +, (on dit alors que (K, +, %) est un

anneau non nid),
- la loi x est commutative (or dit alors que (K, +, %) est un anneau commutatif),

— tout élément de K ~{0x} admet un symétrique pour la loi x.

= (Q, +, %) est un corps. On appelle corps des nombres rationnels, le corps (Q, +, x).

u Sous-corps. Soient (K, +, x) un corps. On dit que L est un sous-corps de (K, +, x) si:

— L est un sous-anneau de (K, +, x),
— (L, +, %) est un corps.

2. Corps Z/pZ
Soit pe N*. (Z/pZ, +, x) est un corps si, et seulement si, p est premiet.
3. Caractéristique d‘un_corps

Soit (K, +, %) un corps.



u Définition. On appelle caractéristique de (K, +, x), le nombre égal 4 0 si le sous-groupe additif de K engendré par 1 est
infini, et au cardinal de ce sous-groupe si celui-ci est fini.

n
» i la caractéristique de (K, +, x) est non nulle, c'est le plus petit entier n tel que 3. 1x = O
k=1

Remarque : La quasi-totalité des corps étudiés en MP/MP* sont de caractéristique nulle (tout corps de caractéristique nulle
étant infini). S'agissant des corps finis, leur caractéristique est soit 0, soit un nombre premier. Par exemple, le corps (Z/5Z, +,
x} est de caractéristique 5.

IV. Groupe symétrique
1. Définitions
n Groupe symétrique. Soit ne N*. On appelle groupe symétrique (ou groupe symétrique des permutations) d'indice n, et
on note ¥, 'ensemble des permutations de [1, n], c’est-3-dire I'ensemble des bijections de [1, n] sur [1, n].
x On munit &, de Ia loi o définie par : V(c, 6")e .2, Vxe [1, 0}, 6 0 6°(x) = o(c’(x)). On aalors : (,, o) est un groupe.

N (1t 2 . n
u Notation. Soient n un entier supérieur ou égala 2 et ce ¥,. Onnote : 6 = ( o) o@2) ... o) ]

= Cycle. Soient n un entier supérieur ou égal a 2, oe &, et pe [2, n]. On dit que o est un cycle de longueur p s'il existe
une piste (%) ..., (PeN*) d'éléments distincts de [1, n] telle que pour tout entier k appartenant a [1, p-1], (i) = Xisy,
telle que o(x,) = x; et telle que pour tout élément x de {1, n] \{x, X2, Xp}, G(X)= X.

On note alors : 6 = (X;, X, .., Xp)-

= Transposition. Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et oe &¥,,. On dit que o est une transposition si o est un cycle
de longueur 2.

2. Décomposition d’une permutation en produit de transpositions

w On appelle produit de permutations, la composée de deux permutations.

= Soit n un entier supérieur ou égal 4 2. Tout élément de &, peut se décomposer en un produit de transpositions.
3. Signature

Soient n un entier supérieur ou égal a2 et ce &,

u Inversion. Soient i et j deux éléments distincts de [1, n]. On dit que la paire {i, j} est une inversion de o si:
(o()) - o(j)).(i - j) <0. On note Inv(c) le nombre d'inversions de o.

u Signature d'une permutation. On appelle signature de o, et I'on note &(c), le nombre égala (- 1)"™. Sig(o) = 1,
on dit que o est une permutation paire, et si €(c) = - 1, on dit que o est une permutation impaire.

n Signature d’une transposition. Si ¢ est une transposition, alors sa signature vaut - 1.
= ({-1, 1}, %) est un groupe.

n L'application f définie sur &, par: ¢ = €(o) est un morphisme (surjectif) de groupes de (&,, o) dans le groupe
mutltiplicatif ({-1, 1}, ¥).

u Sous-groupe alterné si,,. On appelle sous-groupe alterné d’indice n, et I'on note o4, I'ensemble des éléments de &,
dont la signature est égale a 1.
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Programme officiel

Hors programme :

-Si & est un cycle de longueur p, alors o* est un cycle si, et seulement si, p et k sont premiers entre eux.
- Deux cycles de supports disjoints commutent.

-Card (&,) = %n!

- Notion générale de groupe-quotient, d’anneau-quotient.

-Anneau principal.

-Anneau unifére.

-Anneau non unitaire,

+Anneau monogene.
-1déal 2 gauche, 4 droite, idéal bilatére d’un anneau non commutatif.

A Ia limite du programme :

* Support d'un cycle.
* Morphisme de corps.

NB : Les espaces vectoriels et les algebres (autres structures algébriques classiques) sont traités a part dans le chapitre “Espaces
vectoriels”.



