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Ensembles, applications, sommes

Partition. tAiuiPI est une partition de ⌦ si :

— @i P I, Ai ‰ ?,

— @pi, jq P I
2
, i ‰ j, Ai X Aj “ ?,

—
î
iPI

Ai “ ⌦.

Ensemble stable. A est stable par f si : fpAq Ä A, i.e. si : @x P A, fpxq P A.

Relation d’ordre. R est une relation d’ordre sur E si :

— R est réflexive : @x P E, xRx,

— R est transitive : @px, yq P E
2
, pxRy et yRzq ñ xRz,

— R est antisymétrique :@px, y, zq P E
3
, pxRy et yRxq ñ x “ y.

Relation d’équivalence. R est une relation d’équivalence sur E si :

— R est réflexive
— R est transitive
— R est symétrique : @px, yq P E

2
, xRy ñ yRx.

Image directe. Avec f : E Ñ F et A Ä E : fpAq “ tfpxq, x P Au “ ty P F, D, x P A, fpxq “ yu .

Image réciproque. Avec f : E Ñ F et B Ä F : f
´1pBq “ tx P E, fpxq P Bu .

Injections, surjections, bijections. Avec f : E Ñ F :

— f est injective si : @px, x1q P E
2
, fpxq “ fpx1q ñ x “ x

1
.

— f est surjective si : @y P F, Dx P E, fpxq “ y.

— f est bijective si : @y P F, D!x P E, fpxq “ y.

— Si f : E Ñ F et g : F Ñ G sont injectives, alors g ˝ f est injective.

— Si f : E Ñ F et g : F Ñ G sont surjectives, alors g ˝ f est surjective.

— Si f : E Ñ F et g : F Ñ G sont bijectives, alors g ˝ f est bijective.

Sommes.
n∞

k“1
k “ npn ` 1q

2
.

n∞
k“1

k
2 “ npn ` 1qp2n ` 1q

6
.

n∞
k“1

k
3 “

ˆ
npn ` 1q

2

˙2

.

Formule du binôme. @pa, bq P R2
,@n P N, pa ` bqn “

n∞
k“0

ˆ
n

k

˙
a
k
b
n´k

.
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Trigonométrie circulaire et hyperbolique

Addition. Pour tous réels a et b :

— cospa ` bq “ cos a cos b ´ sin a sin b.
— cospa ´ bq “ cos a cos b ` sin a sin b.
— sinpa ` bq “ sin a cos b ` cos a sin b.
— sinpa ´ bq “ sin a cos b ´ cos a sin b.

Duplication. Pour tout réel x :

— sinp2xq “ 2 sinx cosx.

— cosp2xq “ cos2 x ´ sin2 x “ 2 cos2 x ´ 1 “ 1 ´ 2 sin2 x.

— tanp2xq “ 2 tanx

1 ´ tan2 x
(sous réserve d’existence).

Transformation de sommes en produits. Pour tous réels a et b :

— cos a cos b “ 1

2
pcospa ` bq ` cospa ´ bqq.

— sin a sin b “ 1

2
pcospa ´ bq ´ cospa ` bqq.

— sin a cos b “ 1

2
psinpa ` bq ´ sinpa ´ bqq.

Tangente de l’arc moitié. Avec t “ tan
x

2
, on a : sinx “ 2t

1 ` t2
, cosx “ 1 ´ t

2

1 ` t2
, tanx “ 2t

1 ´ t2
.

Transformation de sommes en produits. Pour tous réels p et q :

— cos p ` cos q “ 2 cos

ˆ
p ` q

2

˙
cos

ˆ
p ´ q

2

˙
.

— sin p ` sin q “ 2 sin

ˆ
p ` q

2

˙
cos

ˆ
p ´ q

2

˙
.

Trigonométrie hyperbolique. Pour tout réel x :

— chx “ e
x ` e

´x

2
.

— shx “ e
x ´ e

´x

2
.

— thx “ shx

chx
“ e

x ´ e
´x

ex ` e´x
.

— sh2x ´ ch2x “ 1.
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Structures algébriques

Groupe. Un ensemble G muni d’une loi de composition interne ˚ est un groupe si :

— la loi ˚ est associative (@px, y, zq P G
3
, px ˚ yq ˚ z “ x ˚ py ˚ zq),

— G admet un élément neutre pour la loi ˚ (De P G,@x P G, x ˚ e “ e ˚ x “ x),

— tout élément de G est inversible (ie. admet un symétrique) pour la loi ˚ (@x P G, Dx1 P G, x˚x1 “ x
1 ˚x “ e).

Sous-groupe. H Ä G est un sous-groupe de pG, ˚q si :

— H contient l’élément neutre de G pour la loi ˚,

— H est stable pour la loi ˚ (@px, yq P H
2
, x ˚ y P H),

— @a P H, a
´1 P H.

Caractérisation d’un sous-groupe : H est un sous-groupe de pG, ˚q si et seulement si :

— H est non vide,

— @px, yq P H
2
, x ˚ y

´1 P H.

Groupe commutatif. G est un groupe commutatif si la loi ˚ est commutative (@px, yq P G
2
, x ˚ y “ y ˚ xq).

La loi de composition est alors souvent notée `.

Groupe cyclique. G est un groupe cyclique si le groupe G est fini (ie. il admet un nombre fini d’élements, et

admet un générateur.

Morphisme de groupe. f est un morphisme de groupes de pG1, ˚1q sur pG2, ˚2q si : @px, yq P G
2
1, fpx ˚1 yq “

fpxq ˚2 fpyq. On dit que f est un isomorphisme de groupe si f est de plus bijective.

Anneau. Un ensemble A non vide muni de deux lois de compositions internes ` et ˚ est un anneau si :

— pA,`q est un groupe commutatif,
— la loi ˚ est associative et distributive par rapport à la loi +,

— A admet un élément neutre pour la loi ˚.

Sous-anneau. B Ä A est un sous-anneau de pA,`, ˚q si :

— B est un sous-groupe de pA,`q,
— B est stable pour la loi ˚ (@px, yq P B

2
, x ˚ y P B),

— B contient l’élément neutre de A pour la loi ˚.

Caractérisation d’un sous-anneau : B est un sous-groupe de pA,`, ˚q si et seulement si :

— B est stable pour la loi ˚ (@px, yq P B
2
, x ˚ y P B),

— B contient l’élément neutre de A pour la loi ˚,

— @px, yq P B
2
, px ` p´yqq P B (où p´yq désigne le symétrique de y pour la loi `).

Idéaux. Une partie non vide I d’un anneau commutatif pA,`, ˚q est un idéal de A si :

— I est stable pour la loi `,

— @pa, iq P A ˆ I, pa ˚ iq P I.

Intégrité. Un anneau pA,`, ˚q est dit intègre s’il est non nul (0A ‰ 1A ie. A “ t0Au), commutatif et si :

@pa, bq P A
2
, a ˚ b “ 0A ùñ a “ 0A ou b “ 0A.

Corps. Un ensemble K non vide muni de deux lois de compositions internes ` et ˚ est un corps si :

— pK,`, ˚q est un anneau non réduit à t0Ku, où t0Ku est l’élément neutre de K pour la loi `.

— la loi ˚ est commutative,

— tout élément de K

t0Ku admet un symétrique pour la loi ˚.

Sous-corps. L Ä K est un sous-corps de pK,`, ˚q si :

— L est un sous-anneau de pK,`, ˚q,
— pL,`, ˚q est un corps.
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Arithmétique

Sauf précision, les notations a, b, q, r, u, v représentent toutes des entiers relatifs de l’ensemble Z.

Divisibilité. b est un diviseur de a s’il existe un entier relatif q tel que : a “ bq. On dit aussi "b divise a" ou "a

est un multiple de b" et on note b|a.

Division euclidienne. @pa, bq P ZˆN˚ : D!pq, rq P ZˆN˚
, a “ bq ` r avec r P rr 0 , b´ 1 ss. On dit alors que : q est

le quotient, r est le reste, a est le dividende, b est le diviseur de la division euclidienne.

Nombres premiers. Un nombre p P N˚
est dit premier si p ‰ 2 et si p admet exactement 4 diviseurs : 1, ´1, p,

et ´p. Attention : 1 n’est pas un nombre premier
Décomposition en produit de facteurs premiers
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Nombres complexes

Exponentielle complexe. @✓ P R, ei✓ “ cos ✓ ` i sin ✓.

Les deux écritures d’un nombre complexe non nul.

— z “ a ` ib “ re
i✓ “ r cos ✓ ` i r sin ✓.

— z “ a ´ ib “ re
´i✓ “ r cos ✓ ´ i r sin ✓. zz “ |z|2 .

— r “ |z| “
?
a2 ` b2. cos ✓ “ a

r
, sin ✓ “ b

r
, tan

✓

2
“ b

r ` a
.

Inégalité triangulaire. @px, yq P C2
, |x ` y| § |x| ` |y|.

Formule de Moivre. @✓ P R, @n P Z, pei✓qn “ e
in✓

. En particulier :

— @✓ P R, @n P Z, cosn✓ “ Re ppcos ✓ ` i sin ✓qnq.
— @✓ P R, @n P Z, sinn✓ “ Im ppcos ✓ ` i sin ✓qnq.

Formules d’Euler. Pour tout réel ✓ :

— cos ✓ “ e
i✓ ` e

´i✓

2
.

— sin ✓ “ e
i✓ ´ e

´i✓

2i
.

Fonction exponentielle complexe. @z P C, exppzq “ e
Re z

e
i Im z

. Pour tous complexes z et z
1
:

— exppz ` z
1q “ exppzq exppz1q.

—
1

exp z
“ expp´zq.

— exppzq “ exppz̄q.
— exppzq “ exppz1q ô z “ z

1 ” 2i⇡.

Groupe pU,ˆq. On note : U “ tz P C, |z| “ 1.u. U est un sous-groupe du groupe pC˚
,ˆq.

Racines n
iemes de l’unité, groupe pUn,ˆq. Avec n • 2 et ! “ e

i 2⇡
n :

— Racines. L’ensemble des racines n
iemes

de 1 est l’ensemble Un =

!
!
k “ e

i 2k⇡
n , k P rr 0 , n ´ 1 ss

)
. Un est un

sous-groupe du groupe pC˚
,ˆq. Si z est racine de l’unité, z l’est aussi.

— Somme.
n´1∞
k“0

e
i 2k⇡

n “ 0.

— Produit.
n´1

⇧
k“0

e
i 2k⇡

n “ p´1qn´1
.

Racines n
iemes d’un complexe non nul. Avec n • 2 et z “ re

i✓
:

— Racines. L’ensemble des racines n
iemes

de z est l’ensemble

!
n
?
re

i ✓`2k⇡
n

)
.

— Somme. La somme des racines n
iemes

de z vaut 0.

— Produit. Le produit des racines n
iemes

de z vaut p´1qn´1
z.
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Polynômes

Définitions. Si P “ P pXq “
n∞

k“0
akX

k
avec an ‰ 0, P est de degré n, de coefficient dominant an, de monôme de

plus haut degré anX
n
.

Racines, ordre de multiplicité.
— � est racine de P ô P p�q “ 0 ô pX ´ �q divise P .

— � est racine de P d’ordre de multiplicité k ô
`
pX ´ �qkdivise P et pX ´ �qk`1 ne divise pas P

˘
.

— � est racine de P d’ordre de multiplicité k ô
`
@i P rr 0 , k ´ 1 ssP piqp�q “ 0 et P pkqp�q ‰ 0q

˘
.

Théorème de D’Alembert. Tout polynôme non constant de C rXs admet au moins une racine complexe. Co-

rollaire : tout polynôme de degré n admet exactement n racines complexes, en tenant compte des ordres de multiplicité.

Polynômes irréductibles.
— Un polynôme P est irréductible dans K rXs si P n’admet aucun diviseur trivial (i.e. les constantes non nulles

et les multiples non nuls de P ) dans K rXs.
— Les polynômes irréductibles dans CrXs sont les polynômes de degré 1.
— Les polynômes irréductiles dans RrXs sont les polynômes de degré 2 n’admettant aucune racine réelle.

— Tout polynôme s’écrit de façon unique (à l’ordre près) sous forme de produit de polynômes irréductibles.

Polynômes scindés. Un polynôme P est scindé sur K s’il s’écrit sous la forme : P pXq “ ↵

n

⇧
k“1

pX ´ �kq, où ↵ et

les �i sont éléments de K. On dit que P est scindé à racines simples si les �k sont distincts. Dans C rXs, tout polynôme

non constant est scindé sur C.

Décomposition d’un polynôme dans C rXs. Si P a pour coefficient dominant ↵, pour racines �1,�2, . . .�p,

d’ordres de multiplicité respectifs ↵1,↵2, . . .↵p, alors : P pXq “ ↵

p

⇧
k“1

pX ´ �kq↵k .

Décomposition d’un polynôme dans R rXs. Si P a pour coefficient dominant ↵, pour racines réelles �1,�2, . . .�p,

d’ordres de multiplicité respectifs ↵1,↵2, . . .↵p, et pour racines complexes conjuguées µ1, µ̄1, µ2, µ̄2, . . . , µm, µ̄m, d’ordres

de multiplicité respectifs �1,�2, . . .�m, alors : P pXq “ ↵

«
p

⇧
k“1

pX ´ �kq↵k

� «
m

⇧
k“1

´
X

2 ´ 2Re pµkq ` |µk|2
¯�k

�
.

Formule de Taylor pour les polynômes. @n P N, @P P Cn rXs ,@a P C, P pXq “
nÿ

k“0

pX ´ aqk
k!

P
pkqpaq.

Polynômes d’interpolation de Lagrange.
— Pour tout n P N˚

, pour toute n-liste px1, x2, . . . , xnq d’éléments distincts de C et pour tout j P rr 1 , n ss, il existe

un unique polynôme Lj P Cn´1 rXs tel que : Ljpxiq “ �i,j .

— @j P rr 1 , n ss, LjpXq “ ⇧
1§i§n,i‰j

X ´ xi

xi ´ xj
. La famille pLiq1§i§nq forme une base de Cn´1 rXs.

— Pour tout n P N˚
, pour toute n-liste px1, x2, . . . , xnq d’éléments distincts de C et pour toute n-liste py1, y2, . . . , ynq

d’éléments de C, il existe un unique polynôme P P Cn´1 rXs tel que : @i P rr 1 , n ss, P pxiq “ yi.

— Cet unique polynôme est égal à : P pXq “
nÿ

i“1

yiLi.
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Systèmes linéaires, Matrices

Notations. On note Mn,ppKq l’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes. pMn,ppKq,`, .q est un K-espace

vectoriel. pMnpKq,`,ˆq est un anneau non commutatif (i.e. : il existe A et B telles que AB ‰ BA), et non intègre

(i.e. il existe A et B non nulles telles que AB “ 0).

Produit. Si A “ pai,jq P Mn,mpKq et B “ pbi,jq P Mm,ppKq, alors, en notant C “ AB “ pci,jq P Mn,ppKq, on a :

@pi, jq P rr 1 , n ss ˆ rr 1 , p ss, ci,j “
m∞

k“1
ai,kbk,j .

Formule du binôme. @pA,Bq P MnpKq2, AB “ BA,@n P N, pA ` Bqn “
n∞

k“0

ˆ
n

k

˙
A

k
B

n´k
.

Systèmes linéaires. Soit pSq : AX “ B un système linéaire d’inconnue X P Mp,1pKq, où A P Mn,ppKq et

B P Mn,1pKq
— pSq est homogène si B “ 0.
— pSq est compatible s’il admet au moins une solution.

— pSq est indéterminé s’il admet plusieurs solutions.

— pSq est impossible s’il n’admet aucune solution.

— pSq est de Cramer s’il admet une unique solution.

Transformations élémentaires. Les transformations élémentaires suivantes transforment un système (resp. une

matrice carrée) en un système équivalent (resp. une matrice équivalente) :

— l’ajout d’un multiple d’une ligne à une autre ligne (Li – Li ` �Lj , où � P K).

— la multiplication d’une ligne par une constante non nulle (Li – ↵Li, où ↵ P K˚
).

— l’échange de deux lignes : (Li Ø Lj).

Transposée. t
A est la matrice obtenue à partir de A en échangeant les lignes et les colonnes.

Matrices inversibles : définition. A P MnpKq est inversible s’il existe B P MnpKq telle que AB “ BA “ I.

Matrices inversibles : caractérisations. A P MnpKq est inversible si, et seulement si l’une de ces conditions

équivalentes est réunie :

— DB P MnpKq, AB “ I ou BA “ I.

— il existe une suite de transformations élémentaires sur les lignes de A menant à une matrice inversible (en

particulier : à une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls).

— A est la matrice représentative d’un isomorphisme.

— A est un produit de matrices inversibles (et on a alors, si A “ PQ : A
´1 “ Q

´1
P

´1
.)

—
t
A est inversible (et on a alors :

´
t
A

¯´1
“ t

A
´1

.

— A est une matrice de passage.

— pour toute matrice colonne B P Mn,1pKq, le système AX “ B est de Cramer.

— le système AX “ 0 admet X “ 0 pour unique solution.

— detA ‰ 0 (voir le Formulaire Déterminants).

Rang d’une matrice. Soit A P Mn,ppKq.
— Le rang de A est le nombre de pivots de la réduite échelonnée par lignes de la matrice A (matrice obtenue par

suite de transformations élémentaires selon la méthode de Gauss, voir exemples vus en classe)

— Si A représente un endomorphisme f , alors : rgA “ rg f “ dim Im f .

— rg t
A “ rgA.

— Les transformations élémentaires sur les lignes (resp. colonnes) de A conservent le rang de A - et, en particulier,

son caractère inversible ou non, s’il s’agit d’une matrice carrée.
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Espaces vectoriels

pE,`,.q désigne un K- espace vectoriel. Les éléments ui sont éléments de E et les �i sont éléments de K.

Sous-espace vectoriel. F est un sous-espace vectoriel de pE,`, .q si F Ä E, si F ‰ ?, et si F est stable par loi

` et par la loi ., i.e. si : @pu, vq P E
2
,@p�, µq P K2

, p�u ` µvq P E. En particulier, sont des sous-espaces vectoriels de

E : tout espace s’écrivant sous forme V ectpu1, ..., unq, Kerf (si f est une application linéaire définie sur E) ou encore

Imf (si f est une application linéaire à valeurs dans E.)

Combinaison linéaire On dit que u est combinaison linéaire de u1, u2, ..., un si il existe une n-liste p�1,�2, . . . ,�nq P
Kn

telle que : u “
nÿ

i“1

�iui. L’ensemble des combinaisons linéaires de u1, u2, ..., un est noté Vectpu1, u2, ..., unq.

Famille libre. pu1, u2, . . . , unq est une famille libre de E si :

nÿ

i“1

�iui “ 0 ñ @i P rr 1 , n ss, �i “ 0.

Famille liée. pu1, u2, . . . , unq est une famille liée de E si ce n’est pas une famille libre de E, i.e. si au moins un

des éléments de cette famille est combinaison linéaire des autres.

Famille génératrice. pu1, u2, . . . , unq est génératrice de E si : @u P E, D p�1,�2, . . . ,�nq , u “
nÿ

i“1

�iui.

Base. pu1, u2, . . . , unqn est une base de E si c’est une famille libre et génératrice de E, i.e. si : @u P E, D! p�1,�2, . . . ,�nq , u “
nÿ

i“1

�iui.

Liens en dimension finie. Si E est de dimension finie n :

— Toute famille libre de E admet au maximum n éléments (on dit dans ce cas qu’elle est maximale). Toute famille

libre et maximale de E est une base de E.

— Toute famille génératrice de E admet au maximum n éléments (on dit dans ce cas qu’elle est minimale). Toute

famille libre et minimale de E est une base de E.

Théorème de la base incomplète. Si pu1, u2, . . . , upq est une famille libre de E, alors (avec certains vecteurs

bien choisis de E), on peut la compléter en une base pu1, u2, . . . , unq de E.

Sommes, sommes directes. La somme de deux s.e.v. F et G de E est donnée par : F `G “ tx ` y, x P F, y P Gu.
La somme F ` G est directe si cette décomposition est unique pour tout élément de F ` G. F et G sont en somme

directe si et seulement si F X G “ t0u.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires. F et G sont supplémentaires dans E (et l’on note F ` G “ F ‘ G)

si l’une de ces conditions est remplie :

— @x P E, D!py, zq P F ˆ G, x “ y ` z,

— F X G “ t0u et F ` G “ E,

— F et G sont respectivement le noyau et l’image d’un projecteur p de E,

— F “ Kerps ´ idq et G “ Kerps ` idq, où s est une symétrie de E,

— F X G “ t0u et dimF ` dimG “ dimE,

— la juxtaposition d’une base de F et d’une base de G est une base de E,

les deux dernières méthodes n’étant applicables qu’en dimension finie.
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Applications linéaires

E et F désignent deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F .

Définition. f est linéaire si : @pu, vq P E
2
,@p�, µq P K2

, f p�u ` µvq “ �fpuq ` µfpvq.

Noyau. Kerf “ tu P E, fpuq “ 0u. Kerf est un s.e.v. de E. Kerf “ t0u ô f est injective.

Image. Im f “ tv P F, Du P E, fpuq “ vu “ tfpuq, u P Eu. Im f est un s.e.v. de F , et : Im f “ F ô f est surjective.

Si E est de dimension finie et a pour famille génératrice pu1, u2, . . . , unq, Im f “ Vect pfpu1q, fpu2q, ¨ ¨ ¨ , fpunqq.

Formule du rang. Si E est de dimension finie : dimKerf ` dim Im f “ dimE.

Propriété. Si E et F sont de même dimension finie : f est injective ô f est surjective.

Droites, plans, hyperplans.
— Un s.e.v. de E est une droite s’il est de dimension 1, un plan s’il est de dimension 2, un hyperplan s’il est

le supplémentaire d’une droite dans E. Si E est de dimension finie, un hyperplan de E est un s.e.v. de E de

dimension n ´ 1.
— Tout vecteur non nul d’une droite vectorielle en forme une base.

— Les noyaux des formes linéaires non nulles sur E sont les hyperplans de E. Démonstration à connaître, à l’aide

de la formule du rang et du théorème de la base incomplète.

Endo-, iso-, automorphismes.
— f est un endomorphisme de E si f est linéaire de E dans E.

— f est un isomorphisme de E si f est linéaire et bijective de E dans F .

— f est un automorphisme de E si f est linéaire bijective de E dans E.

— f est une forme linéaire sur E si f est linéaire de E dans K.

Caractérisation des isomorphismes. f est un isomorphisme de E dans F si et seulement si l’une de ces

conditions (équivalentes) est remplie :

— @v P F, D!u P E, fpuq “ v.

— Il existe g, linéaire de F dans E, telle que f o g “ id et g o f “ id.

— f est injective (Kerf “ t0u) et f est surjective (Im f “ F ).

Si dimE “ dimF , f est un isomorphisme si, et seulement si :

— f est injective ou surjective, les deux propositions étant alors équivalentes.

— f transforme une base (ou "toute base") de E en une base de F .

— la matrice représentative de f est inversible.

Projecteurs. Soient E1 et E2 deux s.e.v. supplémentaires dans E. Tout élément de E s’écrit sous forme x1 ` x2,

où x1 P E1 et x2 P E2. La projection p sur E1 parallèlement à E2 associe à tout x P E sa composante x1 P E1. On a :

— Kerp “ E2, Im p “ E1 et ainsi : Kerp ‘ Im p “ E.

— Kerpp ´ idq “ E1 et Im pp ´ idq “ E2, et ainsi : Kerpp ´ idq ‘ Im pp ´ idq “ E.

— p est un projecteur si et seulement si p est linéaire et vérifie p ˝ p “ p.

Symétries. En conservant les notations précédentes, la symétrie s d’axe E2 associe à tout x P E écrit sous forme

x “ x1 ` x2, l’élément x1 ´ x2. On a :

— Kerps ´ idq “ E2, Kerps ´ idq “ E1 et ainsi : Kerps ´ idq ‘ Kerps ` idq “ E.

— Im ps ´ idq “ E2 et Im ps ` idq “ E1, et ainsi : Im ps ´ idq ‘ Im ps ` idq “ E.

— s est une symétrie si et seulement si s est linéaire et vérifie s ˝ s “ id.
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Déterminants

Déterminant d’une matrice carrée. Le déterminant, noté det, est l’unique application f définie sur MnpKq
dans K telle que :

— f est linéaire par rapport à chacune des colonnes de sa variable, i.e : pour toute matrice M “ pC1, . . . Cnq, où les

Ci sont les colonnes de M l’application qui à X P Mn,1pKq associe f pC1, ..., Cp, X,Cp`1, . . . , Cnq est linéaire.

— f est antisymétrique par rapport à chacune des colonnes de sa variable, i.e : pour toute matrice M “ pC1, . . . Cnq,
l’image par f d’une matrice obtenue en permutant deux colonnes de M est égal à ´fpMq.

— fpInq “ 1.

Propriétés. Soient pA,Bq P MnpKq2 et � P K. On a :

— detAB “ detBA “ pdetAqpdetBq.
— detp�Aq “ �

n detA.

— det t
A “ detA.

— A est inversible ô detA ‰ 0, et on a alors : detA´1 “ 1

detA
.

Déterminant d’une famille de vecteurs. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E,

pu1, u2, . . . , unq une famille de vecteurs telle que pour tout i P rr 1 , n ss, ui soit représenté par Ci dans la base B. On

appelle déterminant de pu1, u2, . . . , unq dans la base B, le déterminant de la matrice A “ pC1, . . . , Cnq.

Invariance par changement de base.
— Le déterminant ne dépend pas de la base choisie.

— Si A et B sont semblables, alors : detA “ detB.

Déterminant d’un endomorphisme. Si f P L pEq, on note det f “ detA, où A représente f dans n’importe

quelle base de E. Si f et g sont deux endomorphismes de E, on a alors :

— detpfogq “ detpgofq “ pdet fqpdet gq.
— detp�fq “ �

n det f .

— f est un isomorphisme ô det f ‰ 0, et on a alors : det f´1 “ 1

det f
.
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Espaces préhilbertiens et euclidiens

E désigne un R-espace vectoriel.

Produit scalaire. x. | .y est un produit scalaire sur E si x. | .y est une application de E
2

:

— symétrique : @pu, vq P E
2
, xu | vy “ xv | uy,

— bilinéaire : @pu, v, wq P E
3
,@� P R, xu ` �u

1 | vy “ �xu | vy ` xu1 | vy,
— définie-positive : @u P E, xu | uy • 0 et : pxu | uy “ 0 ñ u “ 0q.
On appelle alors norme de u la quantité : kuk “

a
xu | uy.

pE, x. | .yq est alors appelé espace préhilbertien. Il est dit euclidien si E est de dimension finie.

Produit scalaires usuels.

— Si, pour tous x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn
et y “ py1, y2, . . . , ynq P Rn

, �px, yq “
n∞

i“1
xiyi, � est un produit scalaire

sur Rn
appelé produit scalaire canonique de Rn

.

— Si, pour tous X “ px1, x2, . . . , xnq P Mn,1pRq et Y “ py1, y2, . . . , ynq P Mn,1pRq, �pX,Y q “ t
X Y “

n∞
i“1

xiyi, �

est un produit scalaire sur Mn,1pRq appelé produit scalaire canonique de Mn,1pRq.
— Si f et g sont deux fonctions continues sur r a , b s et si �pf, gq “

ª b

a
fptqgptq dt, � est un produit scalaire sur

C 0 pr a , b s ,Rq appelé produit scalaire canonique de C 0 pr a , b s ,Rq.

Inégalité de Cauchy-Schwarz. @pu, vq P E2
, |xu | vy| § kukkvk.

Orthogonalité.
— px, yq P E2

sont orthogonaux si : xu | vy “ 0. On le note u K v.

— Deux sous espaces vectoriels de E notés F et G sont orthogonaux si : @pu, vq P F ˆ G, xu | vy “ 0.
— L’orthogonal de F dans E est F

K “ tu P E @v P F u K vu.
— F et F

K
sont en somme directe. Ils sont supplémentaires si E est de dimension finie.

Projecteur orthogonal.
— p est un projecteur orthogonal si Ker p “ pImpqK

. p projette sur Imp parallèlement à Ker p.

— Si x P E alors y est le projeté orthogonal de x sur l’espace vectoriel F si : y P F et : px ´ yq P F
K
.

— Le projeté orthogonal minimise la distance : y P F et : @z P F kx ´ yk § kx ´ zk.

Bases orthogonales et orthonormales.
— Une base pB0,B1, . . . ,Bnq de E est orthogonale si tous les vecteurs qui la composent sont deux à deux

orthogonaux.
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Suites

Suites arithmétiques. Si punqnPN est arithmétique de raison r à partir du terme up, alors :

— @n • p, un “ up ` pn ´ pqr,
— @n • p,

n∞
k“p

uk “ pn ´ p ` 1qup ` un

2
.

Suites géométriques. Si punqnPN est géométrique de raison q à partir du terme up, alors :

— @n • p, un “ q
n´p

up,

— Si q ‰ 1 : @n • p,

n∞
k“p

uk “ up
1 ´ q

n´p`1

1 ´ q
.

Définition de la convergence. punqnPN converge vers ` si : @" ° 0, Dn0 P N,@n • n0, |un ´ `| § ".

Théorème de convergence les plus importants.

— Théorème de la limite monotone. Toute suite croissante admet une limite finie ou égale à `8. Toute suite

croissante et majorée converge vers sa borne supérieure. Résultats analogues pour les suites décroissantes.

— Théorème de l’encadrement. Si à partir d’un certain rang : un § vn § wn, et si punqnPN et pwnqnPN
convergent vers une limite commune `, alors pvnqnPN converge vers `.

— Théorème de prolongement des inégalités. Si à partir d’un certain rang : un § vn, et si punqnPN et pvnqnPN
convergent respectivement vers ` et `

1
, alors : ` § `

1
.

Comparaison de suites.

— Suites négligeables. punqnPN est négligeable devant pvnqnPN, et l’on note un “ opvnq, si il existe n0 P N tel

que pour tout n • n0 : un “ "nvn, où : "n ›››Ñ
nÑ8

0.

— Suites équivalentes. punqnPN est équivalente pvnqnPN, et l’on note un „ vn, si un ´ vn “ opvnq, i.e. si il existe

n0 P N tel que pour tout n • n0 : un “ hnvn, où : hn ›››Ñ
nÑ8

1.

Equivalents usuels. Si un ›››Ñ
nÑ8

0, alors :

— lnp1 ` unq „ un,

— e
un ´ 1 „ un,

— p1 ` unq↵ ´ 1 „ ↵un,

— sinun „ un,

— cosun ´ 1 „ ´u
2
n

2
.

Suites définies par un`1 “ fpunq. Si : @n P N, un`1 “ fpunq, alors :

— Si f est croissante, punqnPN est monotone : croissante si u0 § u1 et décroissante dans le cas contraire.

— Si f est décroissante, pu2nqnPN et pu2n`1qnPN sont monotones de sens de variation contraires.

— Si f change de variations, on peut se ramener à un intervalle I stable par f contenant tous les termes de punqnPN
à partir d’un certain rang, sur lequel f soit monotone.

— Si punqnPN converge vers ` et si f est continue en `, alors : ` “ fp`q.

Sommes de Riemann. Si f est continue sur ra, bs, alors :

— sn “ b ´ a

n

n´1ÿ

k“0

f

ˆ
a ` k

b ´ a

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª b

a
fptq dt.

— Sn “ b ´ a

n

nÿ

k“1

f

ˆ
a ` k

b ´ a

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª b

a
fptq dt.

En particulier pour a “ 0 et b “ 1 :
1

n

n´1 ounÿ

k“0 ou 1

f

ˆ
k

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª 1

0
fptq dt.
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Fonctions usuelles

Les propriétés les plus élémentaires des fonctions valeur absolue, exponentielle et logarithmes, issues du cours

de Terminale S, ne sont pas reprises ici.

Remarque

Partie entière.

— Epxq est l’unique entier relatif tel que : x ´ 1 † Epxq § x. Pour tout réel x : Epxq § x † Epxq ` 1.
— La fonction partie entière est continue en tout point de RzZ et continue à droite en tout point de Z.

Valeur absolue.

— @x P R, |x| “ maxpx, 0q ` maxp´x, 0q.
— @pa, bq P R2

, maxpa, bq “ a ` b ` |a ´ b|
2

.

Exponentielle, logarithmes, puissances.

— Lorsque h est au voisinage de 0 : e
h “ 1 ` h ` ˝phq.

— Lorsque h est au voisinage de 0 : lnp1 ` hq “ h ` ˝phq.
— @x P R˚

`,@y P R, xy “ e
y ln x

.

Fonctions cos, sin, tan. Voir le formulaire de trigonométrie.

Fonctions Arccos, Arcsin, Arctan.

— La fonction cos induit une bijection croissante de r0,⇡s sur r´1, 1s. La réciproque de cette restriction est la

fonction Arccos : @y P r´1, 1s, Arccosy “ x P r0,⇡s { cosx “ y.

— La fonction sin induit une bijection croissante de

”
´⇡

2
,
⇡

2

ı
sur r´1, 1s. La réciproque de cette restriction est la

fonction Arcsin : @y P r´1, 1s, Arcsiny “ x P
”
´⇡

2
,
⇡

2

ı
{ sinx “ y.

— La fonction tan induit une bijection croissante de

ı
´⇡

2
,
⇡

2

”
sur R La réciproque de cette restriction est la

fonction Arctan : @y P R, Arctany “ x P R, { tanx “ y.

— @x Ps ´ 1, 1r, Arccos
1pxq “ ´ 1?

1 ´ x2
, @x Ps ´ 1, 1r, Arcsin

1pxq “ 1?
1 ´ x2

, @x P R, Arctan
1pxq “ 1

1 ` x2
.

Fonctions ch, sh, sh. Voir le formulaire de trigonométrie.

Fonctions Argch, Argsh, Argth.

— La fonction ch induit une bijection croissante de R` sur r1,`8r. La réciproque de cette restriction est la

fonction Argch : @y P r1,`8r, Argchy “ x P R` {chx “ y.

— La fonction sh est une bijection croissante de R sur R. La réciproque de cette restriction est la fonction Argsh :

@y P R, Argshy “ x P R {shx “ y.

— La fonction induit une bijection croissante de R sur s ´ 1, 1r La réciproque de cette restriction est la fonction

Argsh : @y Ps ´ 1, 1r, Argshy “ x P R, {x “ y.

— @x Ps1,`8r, Argch
1pxq “ 1?

x2 ´ 1
, @x P R, Argsh1pxq “ 1?

1 ` x2
, @x Ps ´ 1, 1r, Argth1pxq “ 1

1 ´ x2
.
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Fonctions : limites et continuité

Limite finie en un point. lim
xÑx0

fpxq “ ` ô @" ° 0, D↵ ° 0,@x P Df , |x ´ x0| † ↵ ñ |fpxq ´ `| † ".

Limite infinie en un point. lim
xÑx0

fpxq “ `8 ô @A ° 0, D↵ ° 0,@x P Df , |x ´ x0| † ↵ ñ fpxq ° A.

Limite finie en `8. lim
xÑ`8

fpxq “ ` ô @A ° 0, Dx0 P R, @x P Df , x ° x0 ñ |fpxq ´ `| † ".

Limite infinie en `8. lim
xÑ`8

fpxq “ `8 ô @A ° 0, Dx0 P R, @x P Df , x ° x0 ñ fpxq ° A.

Définitions analogues pour des limites en un point à gauche, à droite, ou en en ´8, ou des limites égales à ´8.

Caractérisation séquentielle. lim
xÑ↵

fpxq “ ` si et seulement si, pour toute suite punqnPN telle que : lim
nÑ`8

un “ ↵,

la suite pfpunqqnPN converge vers `.

Croissance. f est croissante sur I si : @px, yq P I
2
, px § yq ñ fpxq § fpyq.

Définitions analogues pour la stricte croissance, la décroissance, la stricte décroissance.

Théorème les plus importants sur les limites.

— Théorème de la limite monotone. Toute fonction croissante sur sa, br admet en a une limite à droite, finie

ou égale à ´8 ; en b une limite à gauche, finie ou égale à `8 ; et en tout point x0 Psa, br, une limite finie à

droite et une limite à gauche. Résultats analogues pour les fonctions décroissantes.

— Théorème de l’encadrement. Si au voisinage de x0 : fpxq § gpxq § hpxq, et si les fonctions f et g admettent

une limite finie commune ` en x0, alors la fonction g admet pour limite ` en x0.

— Théorème de prolongement des inégalités. Si au voisinage de x0 : fpxq § gpxq, et si les fonctions f et g

admettent en x0 une limite finie, respectivement égales à ` et `
1
, alors : ` § `

1
.

Comparaison de fonctions.

— Fonctions négligeables. f est négligeable devant g au voisinage de x0, et l’on note fpxq “ opgpxqq, si il existe

un voisinage V de x0 et une fonction " de limite nulle telles que pour tout x P V, fpxq “ "pxqgpxq.
— Fonctions équivalentes. f est équivalente à g lorsque au voisinage de x0, et l’on note fpxq „

x0

gpxq, si

fpxq ´ gpxq “ opgpxqq, i.e. si il existe un voisinage V de x0 tel que pour tout x P V, fpxq “ hpxqgpxq, où

lim
xÑx0

hpxq “ 1.

Equivalents usuels.
— lnp1 ` xq „

0
x.

— lnu„
1
u ´ 1.

— e
x ´ 1„

0
x.

— p1 ` xq↵ ´ 1„
0
↵x.

— sinx„
0
x.

— cosx ´ 1„
0

´x
2

2
.

Continuité. f est continue en x0 si : lim
xÑx0

fpxq “ fpx0q, i.e. : @" ° 0, D↵ ° 0,@x P Df , |x ´ x0| † ↵ ñ
|fpxq ´ fpx0q| † ". f est continue sur I si f est continue en tout point de I. Les opérations élémentaires conservent la

continuité. Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes sur se ce segment.

Théorème des valeurs intermédiaires. Si f est continue sur ra, bs, alors pour toute valeur intermédiaire �

strictement comprise entre fpaq et fpbq : Dc Psa, br, fpcq “ �. Si f est strictement monotone, cette solution est unique

(théorème dit "de la bijection"). La fonction réciproque f
´1

est alors continue et de même monotonie que f .

Fonctions lipschitziennes. f est k-lipschitzienne sur I si @px, yq P I
2
, |fpxq ´ fpyq| § k |x ´ y|. Toute fonction

lipschitzienne est continue.
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Fonctions : dérivabilité, convexité

Définition. f est dérivable en x0 si son taux d’accroissement admet au point x0 une limite finie, i.e. si :

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q
x ´ x0

“ ` P R, soit avec h “ x ´ x0, si et seulement si : lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q
h

“ `. Toute fonction

dérivable en un point y est continue. La réciproque est fausse. f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de

I. Définitions analogues pour la dérivabilité à gauche, à droite.

Opérations. Les opérations les plus élémentaires, issues du cours de Terminale S, ne sont pas reprises ici.

— pfnq1 “ nf
1
f
n´1

(si n • 1).
— pg ˝ fq1 “ pg1 ˝ fq ˆ f

1
.

— pf´1q1 “ 1

f 1 ˝ f´1
(sous réserve que le dénominateur ne s’annule pas).

Formule de Leibniz. Si f et g sont n fois dérivables sur I, alors fg est n fois dérivable sur I, et :

@x P I, pfgqpnqpxq “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
f

pkqpxq ˆ g
pn´kqpxq.

Fonction de classe C1, Cn, C8. f est de classe C1
sur I si f est dérivable sur I et si f

1
est continue sur I. f est

de classe Cn
sur I si f est n fois dérivable sur I et si f

pnq
est continue sur I. f est de classe C8

sur I si pour tout

n P N, f est de classe Cn
sur I. Les opérations élémentaires conservent la classe.

Théorème de prolongement des fonctions de classe C1. Si f est de classe C1
sur sa, bs, continue en a, et si

f
1
admet en a une limite finie à droite notée `, alors f est de classe C1

sur ra, bs, et : f
1paq “ `.

Théorème de prolongement des fonctions de classe Cn. Si f est de classe Cn
sur sa, bs, continue en a, et si

f
pnq

admet en a une limite finie à droite notée `, alors f
pnq

est de classe Cn
sur ra, bs, et : f

pnqpaq “ `.

Théorèmes importants. Soit f une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.
— Théorème de Rolle. Si fpaq “ fpbq, alors : Dc Psa, br, f 1pcq “ 0.
— Théorème des accroissements finis. Plus généralement : Dc Psa, br, fpbq ´ fpaq “ pb ´ aqf 1pcq.
— Inégalité des accroissements finis. Si : @t Psa, br,m § f

1ptq § M , alors : mpb´aq § fpbq ´fpaq § Mpb´aq.
— Inégalité des accroissements finis (V2). Si : @t Psa, br, |f 1ptq| § M , alors : |fpbq ´ fpaq| § Mpb ´ aq.

Remarque : parmi ces théorèmes, seuls le théorème des accroissements finis s’étend aux valeurs complexes.

Fonctions convexes. f est convexe sur I si : @px, yq P I
2
,@� P r0, 1s, f p�x ` p1 ´ �qyq § �fpxq ` p1 ´ �qfpyq.

Si f est de classe C2
, f est convexe si et seulement si f

2
est positive. Si f est de classe C1

, f est convexe si et seulement si

f
1
est croissante. La courbe représentative de f est alors située au dessus de ses tangentes et en dessous de ses cordes.

Définitions et propriétés analogues si f est concave. f est concave si ´f est convexe.

Inégalité de Jensen. Si f est convexe sur I, l’image d’un barycentre est inférieure ou égale au barycentre des

images : @ px1, x2, . . . , xnq P I
n
,@ p�1,�2, . . . ,�nq P r0, 1sn {

n∞
k“1

�k “ 1, f

ˆ
n∞

k“1
�kxk

˙
§

n∞
k“1

�kfpxkq.

Représentation graphique. En notant C la courbe représentative de f :

— Tangente. Si
fpxq ´ fpaq

x ´ a
admet une limite infinie en a, la droite d’équation x “ a est tangente à C au point

d’abscisse a. Si f est dérivable en a, C , la droite d’équation y “ f
1paqpx ´ aq ` fpaq est tangente à C en a.

— Point d’inflexion. C admet un point d’inflexion en a si f
2

s’annule en changeant de signe en a.

— Symétrie axiale. Si @x P Df , fp2a ´ xq “ fpxq, alors la droite d’équation x “ a est un axe de symétrie de C .

— Symétrie centrale. Si @x P Df , fp2a ´ xq “ 2b ´ fpxq, alors le point pa, bq est un centre de symétrie de C .
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Fonctions : uniforme continuité

Définition. f est uniformément continue sur I si : @" ° 0, D↵ ° 0,@px, x1q P I
2
, |x ´ x

1| † ↵ ñ |fpxq ´ fpx1q| † ".

Toute fonction uniformément continue est continue.

Théorème de Heine. Si f est continue sur un segment, alors f est uniformément continue sur ce segment.

Fonctions lipschitziennes. f est k-lipschitzienne sur I si @px, yq P I
2
, |fpxq ´ fpyq| § k |x ´ y|. Toute fonction

lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I.

Exemple à connaître. La fonction racine carrée est uniformément continue sur R`, mais elle n’est pas lipschit-

zienne sur R`. Elle est néanmoins lipschitzienne sur tout intervalle de la forme ra,`8r, où a ° 0.
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Intégration sur un segment

Définition théorique. L’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur ra, bs est définie comme la valeur

commune de (1) : la borne supérieure de l’ensemble des intégrales des fonctions en escalier minorant f , et (2) : la

borne inférieure de l’ensemble des intégrales des fonctions en escalier majorant f .

Primitive et Intégrale. Toute fonction continue sur ra, bs y admet une primitive, notée F .

ª b

a
fptqdt “ F pbq´F paq.

Toute fonction de la forme x fiÑ
ª x

a
fptq dt, où a P R, est une primitive de f s’annulant en a. Si f est continue, F est

de classe C1
.

Propriétés de l’intégration. f et g sont continues par morceaux sur ra, bs.

— Chasles.
ª b

a
fptq dt “

ª c

a
fptq dt `

ª b

c
fptq dt.

— Linéarité.
ª b

a
p↵fptq ` �gptqq dt “ ↵

ª b

a
fptq dt ` �

ª b

a
gptq dt.

— Positivité. Si a § b : si f est positive,

ª b

a
fptq dt • 0.

— Croissance. Si a § b : si @t P ra, bs, fptq § gptq, alors

ª b

a
fptq dt §

ª b

a
gptq dt.

— Intégrale nulle. Si f est continue et positive sur ra, bs :

ª b

a
fptq dt “ 0 ñ @t P ra, bs, fptq “ 0.

Intégration par parties. Si f et g sont de classe C1
sur ra, bs :

ª b

a
f

1ptqgptq dt “ rfptqgptqsba ´
ª b

a
fptqg1ptq dt.

Changement de variable.

— "u “ 'ptq". Si ' est de classe C1
sur ra, bs :

ª b

a
fp'ptqq'1ptq dt “

ª 'pbq

'paq
fpuq du.

— "t “ 'puq". Si ' est de classe C1
sur r↵,�s, avec 'p↵q “ a et 'p�q “ b, alors :

ª b

a
fptq dt “

ª �

↵
fp'puqq'1puq du.

Sommes de Riemann. Si f est continue sur ra, bs, alors :

— sn “ b ´ a

n

n´1ÿ

k“0

f

ˆ
a ` k

b ´ a

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª b

a
fptq dt.

— Sn “ b ´ a

n

nÿ

k“1

f

ˆ
a ` k

b ´ a

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª b

a
fptq dt.

En particulier pour a “ 0 et b “ 1 :
1

n

n´1 ounÿ

k“0 ou 1

f

ˆ
k

n

˙
›››Ñ
nÑ8

ª 1

0
fptq dt.

Valeur moyenne. µ “ 1

b ´ a

ª b

a
fptq dt est la valeur moyenne de f sur ra, bs. Dc Psa, br, µ “ fpcq.
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Développements limités

Formule de Taylor avec reste intégral. Si f P Cn`1pra, bs,Rq :

fpbq “
nÿ

k“0

pb ´ aqk
k!

f
pkqpaq `

ª b

a

pb ´ tqn
n!

f
pn`1qptq dt.

Formule de Taylor-Lagrange. Si f P Cn`1pra, bs,Rq, alors il existe c Psa, br tel que :

fpbq “
nÿ

k“0

pb ´ aqk
k!

f
pkqpaq ` pb ´ aqn`1

pn ` 1q! f
pn`1qpcq.

Inégalité de Taylor-Lagrange. Si f P Cn`1pra, bs,Rq :
�����fpbq ´

nÿ

k“0

pb ´ aqk
k!

f
pkqpaq

����� § |b ´ a|n`1

pn ` 1q! sup
tPra,bs

���f pn`1qptq
���

Formule de Taylor-Young. Si f P Cnpra, bs,Rq, lorsque x est au voisinage de a :

fpxq “
nÿ

k“0

px ´ aqk
k!

f
pkqpaq ` oppx ´ aqnq.

Développements limités usuels. Lorsque x est au voisinage de 0 :

— sinx “ x ´ x
3

3!
` x

5

5!
` ... ` p´1qp x

2p`1

p2p ` 1q! ` opx2p`1q.

— cosx “ 1 ´ x
2

2!
` x

4

4!
` ... ` p´1qp x

2p

p2pq! ` opx2pq.

— e
x “ 1 ` x ` x

2

2!
` x

3

3!
` ... ` x

n

n!
` opxnq.

— chx “ 1 ` x
2

2!
` x

4

4!
` ... ` x

2n

p2nq! ` opx2nq.

— shx “ x ` x
3

3!
` x

5

5!
` ... ` x

2n`1

p2n ` 1q! ` opx2n`1q.

— lnp1 ` xq “ x ´ x
2

2
` x

3

3
` ... ` p´1qn`1x

n

n
` opxnq.

— p1 ` xq↵ “ 1 ` ↵x ` ↵p↵ ´ 1q
2

x
2 ` ... ` ↵p↵ ´ 1q...p↵ ´ n ` 1q

n!
x
n ` opxnq.

—
1

1 ´ x
“ 1 ` x ` x

2 ` ... ` x
n ` opxnq.

—
1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2 ` ... ` p´1qnxn ` opxnq.

Développements limités et continuité, dérivabilité, fonction de classe Cn. Si f est définie en a :

— f admet un d.l.p0q au voisinage de a si et seulement si f est continue en a.

— f admet un d.l.p1q au voisinage de a si et seulement si f est dérivable en a.

— Si f est de classe Cn
au voisinage de a, alors f admet un d.l.pnq au voisinage de a. La réciproque est fausse.

Développements limités et dérivée, primitive. Si f est définie en a et n • 1 :

— Si f admet un d.l.pnq au voisinage de a, alors f
1

admet un d.l.pn ´ 1q au voisinage de a obtenu en dérivant

terme à terme le d.lpnq de f en a.

— Si f admet un d.l.pnq au voisinage de a, alors toute primitive F de f admet un d.l.pn ` 1) au voisinage de a

obtenu en intégrant (à une constante près) le d.l.pnq de f en a.



- Concours Scientifiques 22

Equations différentielles

Méthodes importantes.

D’une solution particulière à la solution complète. Si pLq est une équation linéaire, d’équation homogène

associée pHq, et si f0 est une solution particulière de pLq, alors (f est solution de pLqq ô pf ´ f0 est solution de pHq).

Méthode de variation de la constante. On conserve les notations précédentes. But : trouver une solution

particulière de pLq. On trouve la solution générale de pHq. On considère une solution particulière de pHq, notée g0,

qui ne s’annule pas. Puis on cherche à quelle condition la fonction f0 : t Ñ �ptqg0ptq est solution de pLq.

Principe de superposition des solutions. But : trouver une solution particulière de pLq. Si le second membre

d’une équation pLq est une somme de fonctions, on cherche des solutions particulières pour chacune des équations

induites. La superposition (i.e. la somme) de toutes les solutions particulières est une solution particulière de pLq.

Résolution des équations au programme sur un intervalle I.

Equation y
1 `ay “ 0. y1 `ay “ 0 ô @t P I, yptq “ �e

´Aptq
, où A est une primitive de la fonction a, et où � décrit

R.

Solution particulière de l’équation y
1 ` ay “ p, où p est un polynôme. Deux cas se présentent :

— Si a ‰ 0, l’équation admet une solution polynomiale de degré n.

— Si a “ 0, l’équation admet une solution polynomiale de degré n ` 1.

Solution particulière de l’équation y
1 ` ay “ pptqemt, où p est un polynôme. L’équation admet une solution

particulière de la forme t fiÑ qptqemt
. Deux cas se présentent :

— Si a ‰ m, deg q “ n.

— Si a “ m, deg q “ n ` 1.

Equation ay
2`by

1`cy “ 0, cas où a, b, c sont réels. On considère le discriminant � de l’équation caractéristique

pEq : ar2 ` br` c “ 0. Si � ° 0, pEq admet deux solutions réelles notées x1 et x2 ; si � “ 0, une unique solution notée

x0 ; si � † 0, deux solutions complexes conjuguées notées ↵ ` i� et ↵ ´ i�. Trois cas se présentent :

— Si � ° 0 : ay
2 ` by

1 ` cy “ 0 ô @t P I, yptq “ �e
x1t ` µe

x2t, où p�, µq décrit R2
.

— Si � “ 0 : ay
2 ` by

1 ` cy “ 0 ô @t P I, yptq “ p� ` µtqex0t, où p�, µq décrit R2
.

— Si � † 0 : ay
2 ` by

1 ` cy “ 0 ô @t P I, yptq “ �e
↵t cosp�tq ` µe

↵t sinp�tq, où p�, µq décrit R2
.

Equation ay
2 ` by

1 ` cy “ 0, cas où a, b, c sont complexes. On considère le discriminant � de l’équation

caractéristique pEq : ar2 ` br ` c “ 0. Si � ‰ 0, pEq admet deux solutions complexes conjuguées notées x1 et x2 ; si

� “ 0, une unique solution notée x0. Deux cas se présentent :

— Si � ‰ 0 : ay
2 ` by

1 ` cy “ 0 ô @t P I, yptq “ �e
x1t ` µe

x2t, où p�, µq décrit R2
.

— Si � “ 0 : ay
2 ` by

1 ` cy “ 0 ô @t P I, yptq “ p� ` µtqex0t, où p�, µq décrit R2
.

Solution particulière de l’équation ay
2 ` by

1 ` cy “ p, où p est un polynôme. Trois cas se présentent :

— Si c ‰ 0, l’équation admet une solution polynomiale de degré n.

— Si c “ 0 et b ‰ 0, l’équation admet une solution polynomiale de degré n ` 1.
— Si b “ c “ 0, l’équation admet une solution polynomiale de degré n ` 2.

Solution particulière de l’équation ay
2 ` by

1 ` cy “ pptqemt, où p est un polynôme. L’équation admet une

solution particulière de la forme t fiÑ qptqemt
. En notant pEq l’équation caractéristique ar

2 ` br ` c “ 0, trois cas se

présentent :

— Si m n’est pas racine de pEq, deg q “ n.

— Si m est racine simple de pEq, deg q “ n ` 1.
— Si m est racine double de pEq, deg q “ n ` 2.
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Dénombrements

p-listes. Une p-liste (ou p-uplet) de E est une suite de p éléments de E. Il y a n
p
p-listes d’un ensemble à n

éléments.

— Notation : px1, x2, . . . , xpq.
— Exemple : p1, 4, 1q est une 3-liste de t1, 2, 3, 4, 5u.
— Ordre : OUI. Répétition possible des éléments : OUI.

— Modèle : Tirage de p boules dans une urne en contenant n, successivement et avec remise.

Arrangements. Un arrangement est une liste d’éléments distincts. Si p § n, il y a npn ´ 1q...pn ´ p ` 1q “ A
p
n “

n!

pn ´ pq! arrangements à p éléments d’un ensemble à n éléments. Si p ° n, il n’y en a aucun.

— Notation : px1, x2, . . . , xpq.
— Exemple : p1, 5, 2q est un arrangement à 3 éléments de t1, 2, 3, 4, 5u.
— Ordre : OUI. Répétition possible des éléments : NON.

— Modèle : Tirage de p boules dans une urne en contenant n, successivement et sans remise.

Permutations. Une permutation de E est un arrangement de tous les éléments de E. Il y a n! permutations d’un

ensemble à n éléments.

— Notation : px1, x2, . . . , xnq.
— Exemple : p1, 3, 5, 4, 2q est une permutation de t1, 2, 3, 4, 5u.
— Ordre : OUI. Répétition possible des éléments : NON.

— Modèle : Tirage de toutes les boules d’une urne en contenant n, successivement et sans remise.

Applications, injections, surjections. Soient Ep un ensemble à p éléments et Fn un ensemble à n éléments.

— Il y a autant d’applications de Ep dans Fn que de p-listes de F : n
p
.

— Il y a autant d’injections de Ep dans Fn que d’arrangements à p éléments de F : A
p
n.

— Il y a autant de bijections de En dans Fn que de permutations de E : n!.

Parties à p éléments. Une partie (ou combinaison) de E est un sous-ensemble E. Si p § n, il y a

ˆ
n

p

˙
“ n!

p!pn ´ pq!
parties à p éléments d’un ensemble à n éléments. Le résultat demeure valable avec p ° n avec la convention

ˆ
n

p

˙
“ 0.

— Notation : tx1, x2, . . . , xnu.
— Exemple : t1, 3, 5u est une partie à 3 éléments de t1, 2, 3, 4, 5u.
— Ordre : NON. Répétition possible des éléments : NON.

— Modèle : Tirage de toutes les boules d’une urne en contenant n, simultanément.

Parties.

— En notant A l’ensemble des parties de E, et pour tout p P rr 0 , n ss, Ap l’ensemble des parties à p éléments de

A, tApupPrr 0 , n ss forme une partition de A.

—

n∞
p“0

ˆ
n

p

˙
“ 2n.

— Il y a 2n parties de E en tout.

Coefficients binomiaux : formules

— Formule des compléments. @n P N,@p P rr 0 , n ss,
ˆ

n

n ´ p

˙
“

ˆ
n

p

˙
.

— Petite formule. @pn, pq P pN˚q2, p
ˆ
n

p

˙
“ n

ˆ
n ´ 1
p ´ 1

˙
.

— Formule de Pascal. @pn, pq P pN˚q2,
ˆ
n

p

˙
“

ˆ
n ´ 1
p

˙
`

ˆ
n ´ 1
p ´ 1

˙
.
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Probabilités sur un univers fini

On se place dans un espace probabilisé p⌦, P q.

Evénements incompatibles.

— A et B sont incompatibles si : A X B “ ?.

— Si A1, A2, . . . An sont deux à deux incompatibles, alors : P pA1 Y A2 Y . . . Y Anq “
n∞

i“1
P pAiq.

Système complet. tAiuiPI est un système complet d’événements si :

— @i P I, Ai ‰ ?,

— @pi, jq P I
2
, i ‰ j, Ai X Aj “ ?,

—
î
iPI

Ai “ ⌦.

Probabilité uniforme. En situation d’équiprobabilité : P pAq “ cardA

card⌦
.

Probabilité conditionnelle. Si P pBq ‰ 0 : PApBq “ P pA X Bq
P pAq .

Formule des probabilités conditionnelles. Si P pA1 X A2 X . . . X An´1q ‰ 0, alors :

P pA1 X A2 X . . . X Anq “ P pA1qPA1pA2q . . . PA1XA2X...An´1pAnq.

Formule des probabilités totales. Si tAiuiPI est un système complet d’événements tous de probabilité non

nulle, alors : P pBq “ ∞
iPI

P pB X Aiq “ ∞
iPI

PAipBqP pAiq.

Formule de Bayes. Si tAiuiPI est un système complet d’événements tous de probabilité non nulle et si P pBq ‰ 0,

alors : @i P I, PBpAiq “ PAipBqP pAiq
P pBq “ PAipBqP pAiq

∞
kPI

PAkpBqP pAkq
.

Evénements indépendants, deux à deux indépendants, mutuellement indépendants.

— A et B sont indépendants pour la probabilité P si : P pA X Bq “ P pAqP pBq.
— A1, A2, . . . An sont deux à deux indépendants si la probabilité de l’intersection de deux événements distincts

parmi eux est égale au produit des deux probabilités correspondantes.

— A1, A2, . . . An sont mutuellement indépendants si la probabilité de l’intersection de n’importe quels événements

distincts parmi eux est égale au produit des probabilités correspondantes.

— L’indépendance mutuelle implique l’indépendance deux à deux. La réciproque est fausse.
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Variables aléatoires, vecteurs aléatoires

On se place dans un espace probabilisé p⌦, P q.

Définition. Une variable aléatoire est une application X : ⌦ Ñ E, où E est un ensemble. Elle est réelle si E “ R.

Support. Le support de X est l’ensemble de ses valeurs prises, noté Xp⌦q. Une variable aléatoire réelle est discrète

si son support est fini ou dénombrable.

Loi. Donner la loi d’une variable réelle discrète X, c’est préciser son support, et pour chacune des valeurs xk de

Xp⌦q, préciser P pX “ xkq.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de X est l’application FX : R Ñ r0, 1s qui à tout réel x

associe P pX § xq. FX est croissante, de limite nulle en ´8, de limite 1 en `8. Elle est continue en tout point, sauf

aux points x tels que P pX “ xq ‰ 0, où elle est continue à droite.

Espérance.

— EpXq “ ∞
xkPXp⌦q

xkP pX “ xkq. L’espérance est une moyenne pondérée.

— Si Xp⌦q Ä ra, bs, a § EpXq § b. Si Xp⌦q Äsa, br, a † EpXq † b. Si EpXq “ 0, X est dite centrée.

— EpaX ` bq “ aEpXq ` b. EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q.

Théorème de transfert. EpfpXqq “ ∞
xkPXp⌦q

fpxkqP pX “ xkq.

Variance.

— V pXq “ E
`
pX ´ EpXqq2

˘
“ ∞

xkPXp⌦q
pxk ´ EpXqq2P pX “ xkq. La variance est une mesure de dispersion.

— V pXq • 0. Si V pXq “ 0, X est (presque sûrement) constante. Si V pXq “ 1, X est dite réduite.

— V paX ` bq “ a
2
V pXq. V pX ` Y q “ V pXq ` V pY q ` 2covpX,Y q (cf. infra).

Ecart-type.

— �X “
a
V pXq.

— �aX`b “ |a|�X .

Loi uniforme U prr 1 , n ssq. Xp⌦q “ rr 1 , n ss ; @k P r 1 , n s , P pX “ kq “ 1

n
; EpXq “ n ` 1

2
; V pXq “ n

2 ´ 1

12
.

Loi de Bernoulli Bppq. Xp⌦q “ t0, 1u ; P pX “ 1q “ p ; P pX “ 0q “ 1 ´ p ; EpXq “ p ; V pXq “ pp1 ´ pq.
Loi binomiale Bpn, pq. Xp⌦q “ rr 0 , n ss ; @k P r 0 , n s , P pX “ kq “

ˆ
n

k

˙
p
k
q
n´k

; EpXq “ np ; V pXq “ npp1´pq.

Loi géométrique G ppq. Xp⌦q “ N˚
; @k P N˚

, P pX “ kq “ q
k´1

p ; EpXq “ 1

p
; V pXq “ 1 ´ p

p2
.

Loi de Poisson Pp�q. Xp⌦q “ N ; @k P N, P pX “ kq “ e
´��

k

k!
; EpXq “ � ; V pXq “ �

Inégalité de Markov. Si X est à valeurs positives : @" ° 0, P pX • "q § EpXq
"

.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. @" ° 0, P p|X ´ EpXq| • "q § V pXq
"2

.

Covariance.
— Définition. covpX,Y q “ E ppX ´ EpXqqpY ´ EpY qqq. Si covpX,Y q ° 0, X et Y sont positivement corrélées.

Résultat analogue si covpX,Y q ° 0. Si covpX,Y q “ 0, X et Y ne sont pas corrélées.

— Formule de Koenig-Huygens. covpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q.
— Propriétés. covpX,Xq “ V pXq. covpX,Y q “ covpY,Xq. covpaX ` bY, Zq “ a covpX,Zq ` b covpY, Zq.

Si X et Y sont indépendantes, alors covpX,Y q “ 0. Réciproque fausse.

Coefficient de corrélation linéaire. ⇢X,Y “ covpX,Y q
�X�Y

. |⇢X,Y | § 1. Si |⇢X,Y | “ 1, Dpa, bq P R˚ ˆR, Y “ aX ` b.
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Variables à densité
Fonction de répartition. X est une variable aléatoire à densité si sa fonction de répartition est continue sur R,

de classe C1
sur R sauf peut-être en un nombre fini ou dénombrable de points.

Densité. f est une densité de probabilité si f est positive sur R, continue sur R sauf peut-être en un nombre fini

ou dénombrable de points, et telle que :

ª `8

´8
fptq dt converge et vaille 1.

Si F est la fonction de répartition de X, alors toute fonction f telle que F
1 “ f aux points oà F est dérivable est une

densité de X. Si f est une densité de X, alors la fonction de répartition de X est donnée par : @x P R, F pxq “
ª x

´8
fptqdt.

La fonction F est de classe C
1

partout là où f est continue. Plus généralement, si f est continue à droite (resp. à

gauche) en x, alors F est dérivable à droite (resp. à gauche) en x.

Loi uniforme U pra, bsq.
— Support. Xp⌦q “ ra, bs.
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : fptq “ 1

b ´ a
si t P ra, bs et fptq “ 0 sinon.

— Fonction de répartition. La fonction de répartition de X est la fonction F définie par : F pxq “ 0 si x † a,

F pxq “ 1 pour x ° b et : @x P ra, bs, F pxq “ x ´ a

b ´ a
.

— Espérance, variance. EpXq “ a ` b

2
. V pXq “ pb ´ aq2

12
.

Loi exponentielle E p�q.
— Support. Xp⌦q “s0,`8r.
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : fptq “ �e

´�t
si t ° 0 et 0 sinon.

— Fonction de répartition. La fonction de répartition de X est la fonction F définie par : F pxq “ 1 ´ e
´�x

si

x ° 0 et 0 sinon.

— Espérance, variance. EpXq “ 1

�
. V pXq “ 1

�2

Loi normale N pm,�q.
— Support. Xp⌦q “ R
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : @t P R, fptq “ 1

�
?
2⇡

e
´ pt´mq2

2�2 .

— Espérance, variance. EpXq “ m. V pXq “ �
2
.

Loi normale centrée-réduite N p0, 1q.
— Support. Xp⌦q “ R
— Densité. Une densité de X est la fonction f définie par : @t P R, fptq “ 1?

2⇡
e

´ t2

2 . EpXq “ 0.

— Fonction de répartition. On note � la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi

normale centrée-réduite. On a : @x P R, �p´xq “ 1 ´ �pxq.
— Espérance, variance. EpXq “ 0. V pXq “ 1.

Propriétés de stabilité des lois classiques.
— Si a † b, X suit la loi U r0, 1s ô a ` pb ´ aqX suit la loi U ra, bs.
— Si Y suit la loi U r0, 1r, alors X “ ´ 1

�
lnp1 ´ Y q suit la loi E p�q.

— Si a ‰ 0, X suit la loi normale N pm,�
2q ô aX ` b suit la loi N pam ` b, a

2
�
2q.

— Si X et Y suivent N pm,�
2q et N pm1

,�
12q, alors X ` Y suit la loi N pm ` m

1
,�

2 ` �
12q.

Théorème de transfert. Si X admet une densité f nulle en-dehors d’un intervalle sa, br
`
pa, bq P R̄2

˘
, et si g est

une fonction continue sauf peut-être en un nombre fini de points sur sa, br, alors gpXq admet une espérance si et

seulement si l’intégrale

ª b

a
gptqfptq dt converge absolument, et on a alors : E pgpXqq “

ª b

a
gptqfptq dt.

Moment d’ordre r. X admet un moment d’ordre r, noté mrpXq si et seulement si l’intégrale

ª b

a
t
r
fptqdt converge

absolument, et on a alors : EpXrq “
ª `8

´8
t
r
fptq dt.
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Cours filmés sur tout le programme  
sur notre    chaîne Youtube

Application mobile Optimal Sup Spé :  
formulaires, vidéos...
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NOS FORMULES

Cours hebdomadaires

Stages intensifs

Sur place ou à distance

NOS PARTICULARITÉS

Petits groupes

Groupes de niveau

Polycopiés complets
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